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Нелинейная теория динамо
М.И.Копп, А.В.Тур, В.В.Яновский

С использованием асимптотического метода многих масштабов построена нелинейная
теория возникновения крупномасштабных структур в стратифицированной проводящей
среде при наличии мелкомасштабных осцилляций поля скорости и магнитных полей. Такие
стационарные мелкомасштабные осцилляции поддерживаются малыми внешними источни-
ками при малых числах Рейнольдса. Получена нелинейная система уравнений, описываю-
щая эволюцию крупномасштабных структур поля скорости и магнитных полей. Линейная
стадия эволюции приводит к известной неустойчивости. Рассмотрены стационарные круп-
номасштабные структуры, возникающие при стабилизации линейной неустойчивости.

Ключевые слова: стратифицированная проводящая среда, нелинейная система уравне-
ний, неустойчивость, крупномасштабные структуры, метод многих масштабов

1. Введение

В природных явлениях наблюдается огромное разнообразие уединенных вихрей и круп-
номасштабных вихревых структур различных масштабов. Например, в атмосфере и океа-
нах Земли это смерчи, торнадо, тайфуны, циклоны и антициклоны, в атмосферах пла-
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нет — Большое пятно Юпитера и суперротация Венеры, солнечные протуберанцы, еще
более крупные вихри во Вселенной — спиральные галактики [1–5]. Кроме природных явле-
ний, вихревые структуры наблюдаются и в лабораторных условиях, например в установках
по удержанию плазмы типа ТОКАМАК [6].

Под крупномасштабными вихревыми структурами будем понимать структуры, харак-
терный масштаб которых намного превышает масштабы турбулентности или волн, под дей-
ствием которых они возникают. Исследование механизмов генерации крупномасштабных
вихревых структур мелкомасштабной турбулентностью является одним из перспективных
направлений в развитии нелинейной физики. Здесь нужно отметить, что особую роль в про-
цессах генерации крупномасштабных вихревых структур в атмосферах планет играет сво-
бодная конвекция или тепломассоперенос вещества в поле силы тяжести [7]. Возникновение
крупномасштабных вихревых структур в конвективных системах изучалось как в рамках
ламинарной теории [8, 9], так и в теории турбулентности [10–12]. Наибольшее развитие по-
лучила турбулентная теория (вихревое динамо), в которой показано существование крупно-
масштабной неустойчивости в конвективных системах с мелкомасштабной спиральной тур-
булентностью �v · rot�v 
= 0 [10–12]. На основе численных [13] и аналитических [14] расчетов
при рассмотрении вращающихся конвективных систем были предприняты попытки приме-
нения полученных результатов к теории возникновения тропических циклонов. Начало раз-
вития нелинейной теории генерации крупномасштабных структур было положено в рабо-
те [15], где использовался метод асимптотических многомасштабных разложений для малых
чисел Рейнольдса R. В работе [15] было показано, что крупномасштабные вихревые струк-
туры возникают вследствие нарушения отражательной инвариантности турбулентности
(АКА-эффект). Нелинейная теория вихревого динамо на основе метода асимптотических
разложений была разработана для сжимаемых сред [16, 17], конвективных сред со спираль-
ной внешней силой [18–25]. Проведенный в [18, 19] анализ конвективной крупномасштабной
неустойчивости приводит к генерации крупномасштабных вихревых структур, а на нели-
нейной стадии — к образованию спиральных вихревых солитонов или кинков нового типа.

Большое число замечательных результатов получено в рамках кинематической теории
динамо в МГД. В этой постановке поле скорости жидкости считается заданным, а про-
блема сводится к выяснению свойств течения, вызывающего нарастание магнитных полей.
В рамках этого подхода доказаны различные варианты теорем антидинамо, введено деле-
ние на быстрые и медленные динамо, выяснены топологические аспекты быстрого кине-
матического динамо. С этими и другими важными математическими результатами можно
ознакомиться по книгам [20, 21] и обзорам [22–24].

В работе изучена нелинейная стадия крупномасштабной неустойчивости в стратифици-
рованной электропроводящей среде с мелкомасштабной спиральной силой. Развитая в ра-
боте [25] линейная теория справедлива лишь на начальном этапе развития крупномасштаб-
ной неустойчивости, когда величины крупномасштабных полей (магнитных и вихревых)
еще малы. Поэтому здесь рассматривается нелинейная стадия развития крупномасштабной
конвективной неустойчивости в стратифицированной электропроводящей среде. В каче-
стве математического формализма использовался асимптотический метод многомасштаб-
ных разложений, который позволяет получить замкнутые нелинейные уравнения для круп-
номасштабных магнитных и гидродинамических полей. Показано, что для малых возму-
щений нелинейные уравнения преобразуются к уже известным уравнениям, описывающим
гидродинамический и магнитный α-эффекты [26–36]. Проведенный в настоящей работе ана-
литический и численный анализ нелинейных уравнений в стационарном режиме показал су-
ществование локализованных вихревых структур и магнитных полей. Полученные в работе
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результаты могут найти применение при решении ряда астрофизических и геофизических
задач.

2. Основные уравнения и постановка задачи
Рассмотрим уравнения движения несжимаемой электропроводящей среды с постоян-

ным градиентом температуры в приближении Буссинеска [6, 18]:

∂�V
∂t

+
(
�V∇

)
�V = −∇P

ρ00
+ νΔ�V + 1

4πρ00

[
rot �B × �B

]
+ gβT�e+ �F0, (2.1)

∂T
∂t

+
(
�V∇

)
T = χΔT − VzA. (2.2)

Вектор �e = (0, 0, 1) — единичный вектор в направлении оси z, β — коэффициент теплового

расширения, A = dT00

dz
— постоянный градиент температуры, A = const, A > 0. Уравне-

ния (2.1)–(2.2) нужно дополнить уравнениями для индукции магнитного поля �B и услови-
ями соленоидальности полей �V и �B:

∂ �B
∂t

= rot
[
�V × �B

]
+ νmΔ �B, (2.3)

div �B = 0, div �V = 0. (2.4)

Здесь νm = c2

4πσ — коэффициент магнитной вязкости, σ — коэффициент электропроводно-
сти среды. Система уравнений (2.1)–(2.4) описывает эволюцию возмущений на фоне равно-
весного состояния, определяемого условием равновесия

∇P00 = ρ00gβT00, (2.5)

где ρ00 = const, χ — коэффициент теплопроводности среды. Выбор таких необычных обо-
значений для равновесного состояния использован для избежания путаницы с обозначением
асимптотических разложений далее.

В уравнение (2.1) включена внешняя сила �F0, обладающая следующим свойством:

�F0 = f0
�F0

(
x
λ0

; t
t0

)
, div �F0 = 0, �F0 · rot �F0 
= 0, (2.6)

где λ0 характеризует масштаб, t0 — характерное время, f0 — характерная амплитуда. Ос-
новная роль этой силы — создание в среде мелкомасштабных спиральных флуктуаций поля

скорости �v0 с малым числом Рейнольдса R = v0t0
λ0

� 1 или, другими словами, в поддержа-

нии стационарной мелкомасштабной спиральной турбулентности.
Легко заметить, что характерная скорость v0, вызванная внешней силой, имеет такие

же характерные масштабы:
v0 = v0

(
x
λ0
, t
t0

)
. (2.7)

Теперь запишем систему уравнений (2.1)–(2.4) в безразмерных переменных:

�x→ �x
λ0
, t→ t

t0
, �v0 → �v0

v0
, �F0 →

�F0

f0
, P → P

ρ00P0
, (2.8)

�B → �B
B0
, t0 =

λ2
0
ν , P0 = v0ν

λ2
0

, T → T
λ0A

.
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В этих переменных система уравнений (2.1)–(2.4) принимает вид

∂�V
∂t

+R
(
�V∇

)
�V = −∇P + Δ�V + R̃aT�e+ Q̃R

[
rot �B × �B

]
+ �F0, (2.9)

∂T
∂t

− Pr−1ΔT = −R
(
�V∇

)
T − Vz, (2.10)

∂ �B
∂t

− Pm−1Δ �B = R rot
[
�V × �B

]
. (2.11)

Здесь R̃a = Ra
Pr
, Ra =

gβAλ4
0

νχ — число Рэлея на масштабе λ0, Pr = ν
χ — число Прандтля,

Q̃ = Q

Pm
, Q =

σB2
0λ

2
0

c2ρ00ν
— число Чандрасекара на масштабе λ0, Pm = ν

νm
— магнитное число

Прандтля, B0 — характерное мелкомасштабное магнитное поле, которое считаем заданным
(«затравочное» магнитное поле [25]). Величина этих безразмерных чисел определяет усло-
вия, при которых происходит эволюция полей, входящих в систему уравнений (2.9)–(2.11).

Малым параметром асимптотического разложения будем считать число Рейнольдса R
мелкомасштабной турбулентности. Малость остальных параметров не предполагается, и па-
раметры Ra и Q не влияют на схему асимптотического разложения. Перейдем к следующей
постановке задачи. Пусть внешняя сила F0 будем спиральной, мелкомасштабной и высоко-
частотной. Такая сила вызывает мелкомасштабные флуктуации скорости и температуры
на фоне равновесного состояния. Мелкомасштабные флуктуации магнитного поля гене-
рируются механизмами нетурбулентного характера, например, с помощью термоэффек-
тов [31, 32], развития плазменных неустойчивостей [32, 34] и т. д.; при усреднении быстро
осциллирующие мелкомасштабные флуктуации дают нуль. Однако из-за нелинейного взаи-
модействия таких флуктуаций могут возникать члены, которые при усреднении не обраща-
ются в нуль. Такие члены называются секулярными, и они будут условием разрешимости
многомасштабного асимптотического разложения. Нахождение и исследование уравнений
разрешимости, то есть замкнутых уравнений для крупномасштабных возмущений, и явля-
ется основной задачей.

3. Многомасштабные асимптотические разложения

При построении многомасштабных асимптотических разложений будем следовать ра-
ботам [12, 15]. Обозначим мелкомасштабные переменные x0 = (�x0, t0), а крупномасштаб-

ные X = ( �X, T ). Производную ∂

∂xi
0

обозначим через ∂i, а производную ∂
∂t0

— через ∂t.

Далее, крупномасштабные пространственные и временные производные будем обозначать
следующим образом: ∂

∂Xi
≡ ∇i, ∂

∂T
≡ ∂T . В соответствии с методом многих масштабов

представим пространственные и временные производные в уравнениях (2.9)–(2.11) в виде
производных по мелкомасштабным и крупномасштабным переменным:

∂
∂xi

→ ∂i +R2∇i, (3.1)

∂
∂t

→ ∂t +R4∂T . (3.2)
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Поля �v, T , �B и P разложим в ряды по малому параметру R:

�V (�x, t) = 1
R
W−1 (X) + �v0 (x0) +R�v1 +R2�v2 +R3�v3 + . . . ,

T (�x, t) = 1
R
T−1 (X) + T0 (x0) +RT1 +R2T2 +R3T3 + . . . ,

�B (�x, t) = 1
R
�B−1 (X) + �B0 (x0) +R�B1 +R2 �B2 +R3 �B3 + . . . ,

P (�x, t) = 1
R3

P−3 + 1
R2

P−2 + 1
R
P−1 + P0 +R(P1 + P 1 (X)) +R2P2 +R3P3 + . . . , (3.3)

где вклад P1 зависит от мелкомасштабных переменных, а P 1 (X) — только от крупномас-
штабных. Подставляя разложения (3.1)–(3.3) в систему уравнений (2.9)–(2.11) и собирая
члены одинакового порядка по R до степени R3 включительно, получаем систему уравнений
многомасштабного асимптотического разложения. Основная проблема состоит в выделении
из этих уравнений секулярных условий, которые и определяют динамику возмущений на
крупных масштабах.

Приведем алгебраическую структуру асимптотического разложения в различных по-
рядках по R, начиная с наименьшего. Так, в порядке R−3 имеется только уравнение

∂iP−3 = 0 =⇒ P−3 = P−3(X). (3.4)

В порядке R−2 появляется уравнение

∂iP−2 = 0 =⇒ P−2 = P−2 (X). (3.5)

Следствием этих уравнений является отсутствие зависимости вкладов в давление P−3 и P−2

от быстрых переменных. В порядке R−1 получаем более сложную систему уравнений:

∂tW
i
−1 +W k

−1∂kW
i
−1 = −∂iP−1 −∇iP−3 + ∂2

kW
i
−1 + R̃aeiT−1 + Q̃εijkεjml∂mB

l
−1B

k
−1, (3.6)

∂tB
i
−1 − Pm−1∂2

kB
i
−1 = εijkεknp∂jW

n
−1B

p
−1, (3.7)

∂tT−1 − Pr−1∂2
kT−1 = −W k

−1∂kT−1 −W z
−1, (3.8)

∂iW
i
−1 = 0, ∂iB

i
−1 = 0. (3.9)

Усреднение уравнений (3.6)–(3.9) по быстрым переменным дает секулярные уравнения:

−∇iP−3 + R̃aeiT−1 = 0, (3.10)

W z
−1 = 0. (3.11)

В нулевом порядке по R имеем следующую систему уравнений:

∂tv
i
0 +W k

−1∂kv
i
0 + vk

0∂kW
i
−1 = −∂iP0 −∇iP−2 + ∂2

kv
i
0 + R̃a eiT0 +

+ Q̃εijkεjml

(
∂mB

l
−1B

k
0 + ∂mB

l
0B

k
−1

)
+ F i

0,
(3.12)

∂tB
i
0 − Pm−1∂2

kB
i
0 = εijkεknp

(
∂jW

n
−1B

p
0 + ∂jv

n
0B

p
−1

)
, (3.13)

∂tT0 − Pr−1∂2
kT0 = −W k

−1∂kT0 − vk
0T−1 − vz

0 , (3.14)

∂iv
i
0 = 0, ∂i B

i
0 = 0. (3.15)
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Эти уравнения дают один секулярный член:

∇P−2 = 0 =⇒ P−2 = const. (3.16)

Рассмотрим приближение первого порядка R1:

∂tv
i
1 +W k

−1∂kv
i
1 + vk

0∂kv
i
0 + vk

1∂kW
i
−1 +W k

−1∇kW
i
−1= −∇iP−1 − ∂i

(
P1 + P 1

)
+ ∂2

kv
i
1 +

+ 2∂k∇kW
i
−1 + R̃a eiT1 + Q̃εijkεjml(∂mB

l
−1B

k
1 + ∂mB

l
0B

k
0 + ∂mB

l
1B

k
−1 + ∇mB

l
−1B

k
−1), (3.17)

∂tB
i
1 − Pm−1∂2

kB
i
1 − Pm−12∂k∇kB

i
−1 =

= εijkεknp(∂jW
n
−1B

p
1 + ∂jv

n
0B

p
0 + ∂jv

n
1B

p
−1 + ∇jW

n
−1B

p
−1), (3.18)

∂tT1 − Pr−1∂2
kT1 − 2∂k∇kT−1 = −W k

−1∂kT1 −W k
−1∇kT−1 − vk

0∂kT0 − vk
1∂kT−1 − vz

1 , (3.19)

∂iv
i
1 + ∇iW

i
−1 = 0, ∂iB

i
1 + ∇iB

i
−1 = 0. (3.20)

Из этой системы уравнений следуют секулярные уравнения

W k
−1∇kW

i
−1 = −∇iP−1 + Q̃εijkεjml∇mB

l
−1B

k
−1, (3.21)

εijkεknp∇jW
n
−1B

p
−1 = 0, (3.22)

W k
−1∇kT−1 = 0, (3.23)

∇iW
i
−1 = 0, ∇iB

i
−1 = 0. (3.24)

Отсюда следует, что секулярные уравнения (3.21)–(3.24) удовлетворяют следующей геомет-
рии полей:

�W−1 = (Wx(Z),Wy(Z), 0),
�B−1 =

(
Bx

−1(Z), By
−1(Z), 0

)
, T−1 = T−1(Z), P−1 = const. (3.25)

Для второго порядка R2 получим уравнения

∂tv
i
2 +W k

−1∂kv
i
2 + vk

0∂kv
i
1 +W k

−1∇kv
i
0 + vk

0∇kW
i
−1 + vk

1∂kv
i
0 + vk

2∂kW
i
−1 =

= −∇iP2 −∇iP0 + ∂2
kv

i
2 + 2∂k∇kv

i
0 + R̃a eiT2 + Q̃εijkεjml

(
∂mB

l
−1B

k
2+ ∂mB

l
0B

k
1 +

+ ∂mB
l
1B

k
0 + ∂mB

l
2B

k
−1 + ∇mB

l
−1B

k
0 + ∇mB

l
0B

k
−1

)
,

(3.26)

∂tB
i
2 − Pm−1∂2

kB
i
2 − Pm−12∂k∇kB

i
0 = εijkεknp

(
∂jW

n
−1B

p
2 + ∂jv

n
0B

p
1 + ∂jv

n
1B

p
0+

+ ∂jv
n
2B

p
−1 + ∇jW

n
−1B

p
0 + ∇jv

n
0B

p
−1

)
,

(3.27)

∂tT2 − Pr−1∂2
kT2 − Pr−12∂k∇kT0 = −W k

−1∂kT2 −W k
−1∇kT0 − vk

0∂kT1 − vk
0∇kT−1 −

− vk
1∂kT0 − vk

2∂kT−1 − vz
2 ,

(3.28)

∂iv
i
2 + ∇iv

i
0 = 0, Bi

2 + ∇iB
i
0 = 0. (3.29)

После усреднения системы уравнений (3.26)–(3.29) по быстрым переменным видно, что
в порядке R2 секулярных членов нет.

Наконец, приходим к наиболее важному порядку R3. В этом порядке уравнения имеют
следующий вид:

∂tv
i
3 + ∂TW

i
−1 +W k

−1∂kv
i
3 + vk

0∂kv
i
2 +

+W k
−1∇kv

i
1 + vk

0∇kv
i
0 + vk

1∂kv
i
1 + vk

2∇kv
i
0 + vk

1∇kW
i
−1 + vk

3∂kW
i
−1 =

= −∂iP3 −∇i

(
P1 + P 1

)
+ ∂2

kv
i
3+2∂k∇kv

i
1 + ΔW i

−1 + R̃a eiT3 +

+ Q̃εijkεjml

(
∂mB

l
−1B

k
3 + ∂mB

l
0B

k
2 + ∂mB

l
1B

k
1 + ∂mB

l
2B

k
0 + ∇mB

l
−1B

k
1 + ∇mB

l
0B

k
0

)
,

(3.30)
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∂tB
i
3 + ∂TB

i
−1 − Pm−1∂2

kB
i
3 − Pm−12∂k∇kB

i
1 − Pm−1ΔBi

−1 =

= εijkεknp

(
∂jW

n
−1B

p
3 + ∂jv

n
0B

p
2 + ∂jv

n
1B

p
1 + ∂jv

n
2B

p
0 + ∇jW

n
−1B

p
1 + ∇jv

n
0B

p
0

)
,

(3.31)

∂tT3 + ∂TT−1 − Pr−1∂2
kT3 − Pr−12∂k∇kT1 − Pr−1ΔT−1 = −W k

−1∂kT3 −W k
−1∇kT1 −

− vk
0∂kT2 − vk

0∇kT0 − vk
1∂kT1 − vk

1∇kT−1 − vk
2∂kT0 − vk

3∂kT−1 − vz
3 ,

(3.32)

∂iv
i
3 + ∇iv

i
1 = 0, ∂iB

i
3 + ∇iB

i
1 = 0. (3.33)

Усредняя эту систему уравнений по быстрым переменным, получим основные секулярные
уравнения, описывающие эволюцию крупномасштабных возмущений:

∂tW
i
−1 − ΔW i

−1 + ∇k

(
vk
0v

i
0

)
= −∇iP 1 + Q̃εijkεjml

(
∇mBl

0B
k
0

)
, (3.34)

∂tB
i
−1 − Pm−1ΔBi

−1 = εijkεknp∇j(vn
0B

p
0), (3.35)

∂tT−1 − Pr−1ΔT−1 = −∇k(vk
0T0). (3.36)

Используя известные формулы для свертки тензоров εijkεjml = δkmδil − δimδkl, εijkεknp =
= δinδjp − δipδjp и вводя для удобства обозначения �W = �W−1, �H = �B−1, Θ = T−1, запишем
систему уравнений (3.34)–(3.36) в следующем виде:

∂TWi − ΔWi + ∇k(vk
0v

i
0) = −∇iP + Q̃

(
∇k

(
Bi

0B
k
0

)
− ∇i

2

(
Bk

0

)2
)
, (3.37)

∂THi − Pm−1ΔHi = ∇j

(
vi
0B

j
0

)
−∇n

(
vn
0B

i
0

)
, (3.38)

∂T Θ − Pr−1ΔΘ + ∇k

(
vk
0T0

)
= 0. (3.39)

Уравнения (3.37)–(3.39) дополняются секулярными уравнениями (3.10)–(3.11), (3.21)–(3.24)
в виде

∇k (WkWi) = −∇iP−1 + Q̃(∇kHi −∇iHk)Hk, (3.40)

∇k (WkΘ) = 0, (3.41)

Wj∇jHi = Hj∇jWi,

∇iWi = 0, ∇iHi = 0, Wz = 0.

Окончательно, с учетом геометрии задачи (3.25), уравнения для крупномасштабных возму-
щений примут вид

∂TWx − ΔWx + ∇z

(
vz
0v

x
0

)
= Q̃∇z(Bz

0B
x
0 ),

∂TWy − ΔWy + ∇z

(
vz
0v

y
0

)
= Q̃∇z(Bz

0B
y
0 ),

∂THx − Pm−1ΔHx = ∇z

(
vx
0B

z
0

)−∇z(vz
0B

x
0 ),

∂THy − Pm−1ΔHy = ∇z

(
vy
0B

z
0

)
−∇z(vz

0B
x
0 ), (3.42)

∂T Θ − Pr−1ΔΘ + ∇z

(
vz
0T0

)
= 0, (3.43)

R̃aΘez = ∇zP−3,
∂
∂Z

� ∂
∂X

, ∂
∂Y

.
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Таким образом, для получения замкнутой системы уравнений, описывающей эволюцию
крупномасштабных полей �W и �H, потребовалось дойти до третьего порядка теории возму-
щения. Это довольно характерное явление при применении метода многомасштабных раз-
ложений. Окончательное замыкание достигается после вычисления корреляционных функ-
ций: напряжений Рейнольдса ∇k

(
vk
0v

i
0

)
, корреляторов магнитного поля ∇k

(
Bi

0B
k
0

)
и сме-

шанных корреляторов ∇j(vi
0B

j
0), ∇n(vn

0B
i
0). Их вычисление легко осуществить, используя

решения ранее полученных уравнений для мелкомасштабных полей в нулевом порядке по R.

4. Вычисление мелкомасштабных полей в нулевом порядке R

Для вычисления соответствующих корреляционных функций и достижения замыка-
ния уравнений крупномасштабных полей обсудим более детально мелкомасштабные поля.
В этом разделе найдем мелкомасштабные поля в нулевом порядке теории возмущения.
Рассмотрим уравнения (3.12)–(3.15), полученные в нулевом порядке по R. Введем более
компактные обозначения для операторов:

D̂W = ∂t − ∂2 +W k∂k, D̂H = ∂t − Pm−1∂2 +W k∂k, D̂θ = ∂t − Pr−1∂2 +W k∂k; (4.1)

в результате система (3.12)–(3.15) примет вид

D̂W vi
0 = −∂iP0 + R̃a eiT0 + Q̃Hk

(
∂kB

i
0 − ∂iB

k
0

)
+ F i

0, (4.2)

D̂HB
i
0 = Hp∂pv

i
0, (4.3)

D̂θT0 = −ekvk
0 , (4.4)

∂iv
i
0 = ∂kB

k
0 = 0. (4.5)

Отсюда нетрудно найти выражения для мелкомасштабного поля �B0 и температуры T0:

Bi
0 =

Hp∂pv
i
0

D̂H

, T0 = −ekv
k
0

D̂θ

. (4.6)

Подставим (4.6) в уравнение (4.2), затем продифференцируем получившееся выражение
по ∂i, используя условия соленоидальности полей (4.5); мы получим выражение для давле-
ния P0:

P0 = − R̃a eiek∂iv
k
0

∂2D̂θ

− Q̃

∂2D̂H

(Hp∂p) (Hk∂
2vk

0 ). (4.7)

Исключая давление P0 в (4.2), мы получим уравнение для vk
0 :(

δik + R̃a
q̂D̂W D̂θ

P̂ipepek

)
vk
0 =

F i
0

q̂D̂W

, (4.8)

где P̂ip = δip − ∂i∂p

∂2
— проекционный оператор,

q̂= 1−Q̃(Hk∂k)2

D̂W D̂H

.
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Перепишем (4.8) в более компактном виде:

L̂ikv
k
0 =

F i
0

q̂D̂W

, (4.9)

где использовано обозначение для оператора

L̂ik = δik +
R̃aP̂ipepek

q̂D̂W D̂θ

. (4.10)

Из (4.9) легко найти поле скорости vk
0 непосредственно через обратный оператор L̂

−1
kj , то есть

vk
0 = L−1

kj

F j
0

q̂D̂W

, (4.11)

где L̂−1
kj обладает свойством L̂ikL̂

−1
kj = δij и имеет вид

L̂−1
kj = δkj −

R̃a P̂knenej

q̂D̂W D̂θ + R̃a P̂qpeqep
. (4.12)

Выражение для мелкомасштабных пульсаций скорости vk
0 примет форму

vk
0 =

[
δkj −

R̃a P̂knenej

q̂D̂W D̂θ + R̃a P̂qpeqep

]
F j

0

q̂D̂W

. (4.13)

Мелкомасштабные пульсации температуры T0 выражаются через �v0(�F0):

T0 = −
[

1 − R̃a P̂kneken

q̂D̂W D̂θ + R̃a P̂qpeqep

]
(�e �F0)

q̂D̂W D̂θ

. (4.14)

Формулы (4.13)–(4.14) в пределе Pr = 1 и σ = 0 (неэлектропроводная среда) полностью
совпадают с результатами работ [4, 12, 13]. Далее нам необходимо знать явный вид для
мелкомасштабных пульсаций магнитного поля �B0:

Bk
0 =

[
δkj −

R̃a P̂knenej

q̂D̂W D̂θ + R̃a P̂qpeqep

]
Hp∂pF

j
0

q̂DWDH
. (4.15)

Для дальнейших вычислений корреляторов нам необходимо явно задать внешнюю спираль-
ную силу �F0 детерминированным образом в виде:

�F0 = f0

[
�i cosϕ2 +�j sinϕ1 + �k(cosϕ1 + cosϕ2)

]
, (4.16)

где ϕ1 = �κ1�x − ω0t, ϕ2 = �κ2�x − ω0t, κ1 = κ0 (1, 0, 0) , κ2 = κ0(0, 1, 0). Тогда спиральность
внешней силы будет равна

�F0 rot �F0 = κ0
�F 2
0 
= 0. (4.17)

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2015. T. 11. №2. С. 241–266



250 М.И.Копп, А.В. Тур, В. В.Яновский

Формулу (4.16) удобно переписать в комплексной форме:

�F0 = �Aeiϕ1 + �A∗e−iϕ1 + �Beiϕ2 + �B∗e−iϕ2 , (4.18)

где векторы �A и �B имеют вид

�A =
f0

2 (�k − i�j), �A∗ =
f0

2

(
�k + i�j

)
, �B =

f0

2

(
�i− i�k

)
, �B∗ =

f0

2 (�i+ i�k). (4.19)

Действие операторов q̂, D̂W , D̂H , D̂θ на собственные функции exp(iωt + i�κ�x), очевидно,
имеет вид

q̂ (ω,�κ) exp(i�κ�x+ iωt), D̂W (ω,�κ) exp (i�κ�x+ iωt),

D̂H(ω,�κ) exp (i�κ�x+ iωt) , D̂θ(ω,�κ) exp (i�κ�x+ iωt),

где q̂ (ω,�κ), D̂W (ω,�κ), D̂H (ω,�κ), D̂θ(ω,�κ) имеют вид

q̂ (ω,�κ) = 1 +
Q̃(�κ �H)

2

D̂W (ω,�κ) D̂H(ω,�κ)
, (4.20)

D̂W (ω,�κ) = i
(
ω + �κ �W

)
+ κ2,

D̂H (ω,�κ) = i
(
ω + �κ �W

)
+ κ2Pm−1,

D̂θ (ω,�κ) = i
(
ω + �κ �W

)
+ κ2Pr−1.

Выпишем ряд полезных соотношений, полагая для простоты κ0 = 1 и ω0 = 1:

D̂W (ω0,−�κ1) = i (1 −W1) + 1 = D̂W1 ,

D̂W (ω0,−�κ1) = D̂∗
W1
, D̂H (ω0,−�κ1) = i (1 −W1) + Pm−1 = D̂H1 , (4.21)

D̂H (ω0,−�κ1) = D̂∗
H1
, D̂θ (ω0,−�κ1) = i (1 −W1) + Pr−1 = D̂θ1 , D̂θ (ω0,−�κ1) = D̂∗

θ1
,

q̂ (ω0,−�κ1) = 1 +
Q̃H2

1

(i (1 −W1) + 1) (i (1 −W1) + Pm−1)
= q̂1,

[q̂ (−ω0, �κ1) = q̂∗1, H1 = Hx, W1 = Wx.

Аналогично для вектора �κ2 получаем

D̂W (ω0,−�κ2) = i (1 −W2) + 1 = D̂W2, D̂W (ω0,−�κ2) = D̂∗
W2
,

D̂H (ω0,−�κ2) = i (1 −W2) + Pm−1 = D̂H2 , D̂H (ω0,−�κ2) = D̂∗
H2
, (4.22)

D̂θ (ω0,−�κ2) = i (1 −W2) + Pr−1 = D̂θ2 , D̂θ (ω0,−�κ2) = D̂∗
θ2
,

q̂ (ω0,−�κ2) = 1 +
Q̃H2

2

(i (1 −W2) + 1) (i (1 −W2) + Pm−1)
= q̂2,

q̂ (−ω0, �κ2) = q̂∗2, H2 = Hy,W2 = Wy.

Согласно представлению для внешней силы �F0 (4.18), мелкомасштабные поля �v0, �B0, T0,
определяемые формулами (4.13)–(4.15), состоят каждый из четырех членов:

vk
0 = vk

01 + vk
02 + vk

03 + vk
04,

Bi
0 = Bi

01 +Bi
02 +Bi

03 +Bi
04, T0 = T01 + T02 + T03 + T04; (4.23)
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здесь vk
02 = (vk

01)∗, vk
04 = (vk

03)∗, Bk
02 = (Bk

01)∗, Bk
04 = (Bk

03)∗, T02 = (T01)∗, T04 = (T03)∗,

vk
01 = eiϕ1

⎡⎣δkj −
R̃a P̂knenej

q̂∗1D̂
∗
W1
D̂∗

θ1
+ R̃a

⎤⎦ Aj

q̂∗1D̂
∗
W1

, (4.24)

vk
03 = eiϕ2

⎡⎣δkj −
R̃a P̂knenej

q̂∗2D̂∗
W2
D̂∗

θ2
+ R̃a

⎤⎦ Bj

q̂∗2D̂∗
W2

, (4.25)

T01 = −eiϕ1

⎡⎣1 − R̃a P̂knenek

q̂∗1D̂∗
W1
D̂∗

θ1
+ R̃a

⎤⎦ (�e �A)

q̂∗1D̂∗
W1
D̂∗

θ1

, (4.26)

T03 = −eiϕ2

⎡⎣1 − R̃a P̂knenek

q̂∗2D̂
∗
W2
D̂∗

θ2
+ R̃a

⎤⎦ (�e �B)

q̂∗2D̂
∗
W2
D̂∗

θ2

, (4.27)

Bk
01 = eiϕ1

⎡⎣δkj −
R̃a P̂knenej

q̂∗1D̂∗
W1
D̂∗

θ1
+ R̃a

⎤⎦ iH1Aj

q̂∗1D̂∗
W1
D̂∗

H1

, (4.28)

Bk
03 = eiϕ2

⎡⎣δkj −
R̃a P̂knenej

q̂∗2D̂
∗
W2
D̂∗

θ2
+ R̃a

⎤⎦ iH2Bj

q̂∗2D̂
∗
W2
D̂∗

H2

. (4.29)

Здесь мы учли, что P̂qs (κ1) eqes = P̂qs (κ2) eqes = 1, так как �κ1, �κ2⊥�e. Таким образом, в ну-
левом приближении по R вычислены мелкомасштабные поля, которые далее используем
для вычисления их корреляторов и решения проблемы замыкания уравнений для крупно-
масштабных полей.

5. Замкнутые уравнения для крупномасштабных полей

Для замыкания системы уравнений (3.37)–(3.39), описывающей эволюцию крупномас-
штабных полей, необходимо вычислить корреляторы следующего вида:

vk
0v

i
0 = vk

01(vi
01)∗ + (vk

01)∗vi
01 + vk

03(vi
03)∗ + (vk

03)∗vi
03 = T ki

(1) + T ki
(2), (5.1)

Bi
0B

k
0 = Bi

01(Bk
01)∗ + (Bi

01)∗Bk
01 +Bi

03(Bk
03)∗ + (Bi

03)∗Bk
03 = Sik

(1) + Sik
(2),

vi
0B

j
0 = vi

01(Bj
01)

∗
+ (vi

01)∗Bj
01 + vi

03(Bj
03)

∗
+ (vi

03)∗Bj
03 = Gij

(1) +Gij
(2),

vk
0T0 = vk

01(T01)∗ + (vk
01)∗T01 + vk

03(T03)∗ + (vk
03)∗T03 = Qki

(1) +Qki
(2). (5.2)

Начнем с вычислений напряжений Рейнольдса: vk
0v

i
0 = T ki

(1)+T
ki
(2). Для этого нам понадобятся

формулы (4.24)–(4.25) и вид внешней спиральной силы, то есть формулы (4.18)–(4.19).
Далее для простоты будем считать, что безразмерная амплитуда внешней спиральной силы
f0 = 1, тогда имеем:

T ki
(1) = 1

|q̂1|2
∣∣∣D̂W1

∣∣∣2
{

(AkA
∗
i +AiA

∗
k) − âA∗

z (eiAk + ekAi) −

− â∗Az (eiA∗
k + ekA

∗
i ) + 2|â|2|Az|2eiek

}
, (5.3)
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где введены следующие обозначения:

|q̂1|2 = q̂1q̂
∗
1 = q̂∗1 q̂1 =

(Pm−1 − (1 −W1)2 + Q̃H2
1 )

2
+ (1 −W1) (1 + Pm−1)2(

1 + (1 −W1)2
)

(Pm−2 + (1 −W1)2)
,

∣∣∣D̂W1

∣∣∣2 = D̂∗
W1
D̂W1 = 1 + (1 −W1)2, (5.4)

â∗ = R̃a
q̂∗1D̂∗

W1
D̂∗

θ1
+ R̃a

, â = R̃a
q̂1D̂W1D̂θ1 + R̃a

, |â|2 = ââ∗, |Az|2 = A∗
zAz.

Аналогичный вид имеет выражение для T ki
(2):

T ki
(2) = 1

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2
{

(BkB
∗
i +BiB

∗
k)−b̂B∗

z (eiBk+ekBi)−b̂∗Bz (eiB∗
k +ekB∗

i )+2
∣∣∣̂b∣∣∣2|Bz|2eiek

}
,

здесь

|q̂2|2 = q̂2q̂
∗
2 = q̂∗2 q̂2 =

(Pm−1 − (1 −W2)2 + Q̃H2
2 )

2
+ (1 −W2) (1 + Pm−1)2(

1 + (1 −W2)2
)

(Pm−2 + (1 −W2)2)
, (5.5)

∣∣∣D̂W2

∣∣∣2 = D̂∗
W2
D̂W2 = 1 + (1 −W2)2,

b̂∗ = R̃a
q̂∗2D̂

∗
W2
D̂∗

θ2
+ R̃a

, b̂ = R̃a
q̂2D̂W2D̂θ2 + R̃a

,
∣∣∣̂b∣∣∣2 = b̂b̂∗, |Bz|2 = B∗

zBz. (5.6)

Формулы (5.4)–(5.5), в пределе неэлектропроводной среды (σ = 0) и Pr = 1, были получены
в работах [12, 13].

Корреляторы для магнитного поля Sik
(1) +Sik

(2) легко находятся при использовании фор-
мул (4.28)–(4.29):

Ski
(1) =

H2
1

|q̂1|2
∣∣∣D̂W1

∣∣∣2∣∣∣D̂H1

∣∣∣2 ×

×
{

(AiA
∗
k +AkA

∗
i ) − âA∗

z (ekAi + eiAk) − â∗Az (eiA∗
k + ekA

∗
i ) + 2|â|2|Az|2eiek

}
,

(5.7)

где
∣∣∣D̂H1

∣∣∣2 = D̂∗
H1
D̂H1 = Pm−2 + (1 −W1)2,

Ski
(2) =

H2
2

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2∣∣∣D̂H2

∣∣∣2 ×

×
{

(BiB
∗
k +BkB

∗
i ) − b̂B∗

z (ekBi + eiBk) − b̂∗Bz (eiB∗
k + ekB

∗
i ) + 2

∣∣∣̂b∣∣∣2|Bz|2eiek
}
,

(5.8)

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2015. T. 11. №2. С. 241–266



Нелинейная теория динамо 253

где
∣∣∣D̂H2

∣∣∣2 = D̂∗
H2
D̂H2 = Pm−2+(1 −W2)2. Далее, используя формулы (4.24)–(4.25) и (4.28)–

(4.29), получим выражения для смешанного коррелятора Gik
(1) +Gik

(2):

Gik
(1) =

iPm−1H1

|q̂1|2
∣∣∣D̂W1

∣∣∣2∣∣∣D̂H1

∣∣∣2
{(
AjA

∗
i −AiA

∗
j

)− âA∗
z (eiAj−ejAi) − â∗Az

(
ejA

∗
i −eiA∗

j

)}−

− (1 −W1)H1

|q̂1|2
∣∣∣D̂W1

∣∣∣2∣∣∣D̂H1

∣∣∣2
{ (
AjA

∗
i +AiA

∗
j

)− âA∗
z (eiAj +ejAi) − â∗Az

(
ejA

∗
i +eiA∗

j

)
+

+ 2|â|2|Az|2eiej
}
,

(5.9)

Gij
2 =

iPm−1H2

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2∣∣∣D̂H2

∣∣∣2
{(
BjB

∗
i −BiB

∗
j

)− b̂B∗
z (eiBj−ejBi) − b̂∗Bz

(
ejB

∗
i −eiB∗

j

)}−

− (1 −W2)H2

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2∣∣∣D̂H2

∣∣∣2
{(
BjB

∗
i +BiB

∗
j

)− b̂B∗
z (eiBj +ejBi) − b̂∗Bz

(
ejB

∗
i +eiB∗

j

)
+

+ 2
∣∣∣̂b∣∣∣2|Bz|2eiej

}
.

(5.10)

Простой заменой индексов i → n, j → i мы получим аналогичные выражения для Gni
(1)

и Gni
(2).

Так как нас интересует эволюция крупномасштабных полей �W и �H, то с учетом гео-
метрии задачи (см. уравнения (3.42), (3.43)) нам необходимо знать следующие компоненты
напряжений Рейнольдса:

T 31
(1) + T 31

(2), T 32
(1) + T 32

(2), S31
(1) + S31

(2), S32
(1) + S32

(2),

G13
(1) +G13

(2), G31
(1) +G31

(2), G23
(1) +G23

(2), G32
(1) +G32

(2). (5.11)

Используя формулу (5.3), находим выражение для T 31
(1), полагая при этом k = 3, i = 1:

T 31
(1) = 1

|q̂1|2
∣∣∣D̂W1

∣∣∣2 ×

×
{

(A3A
∗
1 +A1A

∗
3) − âA∗

z (e1A3 + e3A1) − â∗Az (e1A∗
3 + e3A

∗
1) + 2|â|2|Az|2e1e3

}
,

(5.12)

T 31
(1) = 0, так как e1 = 0 и A1 = A∗

1 = 0, Az = A3. Подобным образом вычисляется T 31
(2) при

использовании (5.5), где k = 3, а i = 1, то есть

T 31
(2) = 1

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2 ×

×
{

(B3B
∗
1 +B1B

∗
3) − b̂B∗

z (e1B3 + e3B1) − b̂∗Bz (e1B∗
3 + e3B

∗
1) + 2

∣∣∣̂b∣∣∣2|Bz|2e1e3
}
,

Bz = B3. (5.13)
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Учитывая, что B3B
∗
1 +B1B

∗
3 = 0 и e1 = 0, формула (5.13) упрощается:

T 31
(2) = i

4|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2
(
b̂∗ − b̂

)
, (5.14)

или после подстановки (5.6) имеем

T 31
(2) = − i

4
R̃a

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q̂∗2D̂∗

W2
D̂∗

θ2
− q̂2D̂W2D̂θ2∣∣∣q̂2D̂W2D̂θ2 + R̃a

∣∣∣2
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭. (5.15)

Полагая в формулах (5.3) и (5.5) индексы, соответственно, k = 3 и i = 2, находим выраже-
ния для T 31

(1) и T
31
(2):

T 32
(1) = 1

|q̂1|2
∣∣∣D̂W1

∣∣∣2 ×

×
{

(A3A
∗
2 +A2A

∗
3) − âA∗

z (e2A3 + e3A2) − â∗Az (e2A∗
3 + e3A

∗
2) + 2|â|2|Az|2e2e3

}
;

(5.16)

с учетом e2 = 0, A3A
∗
2 +A2A

∗
3 = 0 и формулы (5.4) вид выражения (5.16) упростится:

T 32
(1) = i

4
R̃a

|q̂1|2
∣∣∣D̂W1

∣∣∣2
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q̂∗1D̂

∗
W1
D̂∗

θ1
− q̂1D̂W1D̂θ1∣∣∣q̂1D̂W1D̂θ1 + R̃a

∣∣∣2
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭. (5.17)

Компонента T 32
(2) равна нулю в силу того, что e2 = 0 и B2 = B∗

2 = 0:

T 32
(2) = 1

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2 ×

×
{

(B3B
∗
2 +B2B

∗
3) − b̂B∗

z (e2B3 + e3B2) − b̂∗Bz (e2B∗
3 + e3B

∗
2) + 2

∣∣∣̂b∣∣∣2|Bz|2e2e3
}
.

(5.18)

В формулах (5.7) и (5.8) положим индексы k = 3, i = 1, тогда нетрудно найти выражения
для компонент S31

(1) и S
31
(2)

S31
(1) =

H2
1

|q̂1|2
∣∣∣D̂W1

∣∣∣2∣∣∣D̂H1

∣∣∣2 ×

×
{

(A3A
∗
1+A1A

∗
3) − âA∗

z (ekAi+eiAk) − â∗A3 (e1A∗
3+e3A∗

1) + 2|â|2|A3|2e1e3
}

=0,

(5.19)

так как e1 = 0 и A1 = A∗
1 = 0;

S31
(2) =

H2
2

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2∣∣∣D̂H2

∣∣∣2 ×

×
{

(B3B
∗
1 +B1B

∗
3) − b̂B∗

3 (e1B3 + e3B1) − b̂∗B3 (e3B∗
1 + e1B

∗
3) + 2

∣∣∣̂b∣∣∣2|Bz|2e3e1
}
.

(5.20)
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Учитывая B3B
∗
1 +B1B

∗
3 = 0 и e1 = 0, (5.20) примет вид

S31
(2) = i

4
H2

2 R̃a

|q̂2|2
∣∣∣D̂H2

∣∣∣2∣∣∣D̂W2

∣∣∣2
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q̂2D̂W2D̂θ2 − q̂∗2D̂∗

W2
D̂∗

θ2∣∣∣q̂2D̂W2D̂θ2 + R̃a
∣∣∣2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭. (5.21)

Формулы для компонент S32
(1) и S

32
(2) находятся из (5.7) и (5.8), считая при этом k = 3, i = 2.

Тогда

S32
(1) =

H2
1

|q̂1|2
∣∣∣D̂W1

∣∣∣2∣∣∣D̂H1

∣∣∣2 ×

×
{

(A3A
∗
2 +A2A

∗
3) − âA∗

3 (e2A3 + e3A2) − â∗A3 (e3A∗
2 + e2A

∗
3) + 2|â|2|A3|2e3e2

}
,

здесь A3A
∗
2 +A2A

∗
3 = 0, e2 = 0. Отсюда S32

(1) имеет следующий вид:

S32
(1) = i

4
H2

1 R̃a

|q̂1|2
∣∣∣D̂W1

∣∣∣2∣∣∣D̂H1

∣∣∣2
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q̂∗1D̂∗

W1
D̂∗

θ1
− q̂1D̂W1D̂θ1∣∣∣q̂1D̂W1D̂θ1 + R̃a

∣∣∣2
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭. (5.22)

Компонента S32
(2) равна нулю, то есть e2 = 0 и B2 = B∗

2 = 0:

S32
(2) =

H2
2

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2∣∣∣D̂H2

∣∣∣2 ×

×
{

(B3B
∗
2 +B2B

∗
3)− b̂B∗

3 (e2B3+e3B1)− b̂∗B3 (e3B∗
2 +e2B∗

3) + 2
∣∣∣̂b∣∣∣2|B3|2e3e2

}
=0.

(5.23)

Далее исходя из формул (5.9) и (5.10) при замене индексов i и j на i = 1 и j = 3, i = 3
и j = 1, i = 2 и j = 3, i = 3 и j = 2 получаем:

G13
(1) = iPm−1H1

|q̂1|2
∣∣∣D̂W1

∣∣∣2∣∣∣D̂H1

∣∣∣2 {(A3A
∗
1−A1A

∗
3)−âA∗

3 (e1A3−e3A1)−â∗A3 (e3A∗
1−e1A∗

3)} −

− (1 −W1)H1

|q̂1|2
∣∣∣D̂W1

∣∣∣2∣∣∣D̂H1

∣∣∣2
{

(A3A
∗
1+A1A

∗
3)−âA∗

3 (e1A3+e3A1)−â∗A3 (e3A∗
1+e1A∗

3) +

+ 2|â|2|A3|2e1e3
}
,

(5.24)

G13
(2) = 0, так как e1 = 0 и A1 = A∗

1 = 0;

G13
(2) = −1

4
Pm−1H2R̃a

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2∣∣∣D̂H2

∣∣∣2
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q̂∗2D̂

∗
W2
D̂∗

θ2
+ q̂2D̂W2D̂θ2 + 2R̃a∣∣∣q̂2D̂W2D̂θ2 + R̃a

∣∣∣2 − 2
R̃a

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ +

+ i
4

(1 −W2)H2R̃a

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2∣∣∣D̂H2

∣∣∣2
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q̂∗2D̂∗

W2
D̂∗

θ2
− q̂2D̂W2D̂θ2∣∣∣q̂2D̂W2D̂θ2 + R̃a

∣∣∣2
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭,

(5.25)
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G31
(1) = iPm−1H1

|q̂1|2
∣∣∣D̂W1

∣∣∣2∣∣∣D̂H1

∣∣∣2 {(A1A
∗
3−A3A

∗
1)−âA∗

3 (e3A1−e1A3)−â∗A3 (e1A∗
3−e3A∗

1)} −

− (1 −W1)H1

|q̂1|2
∣∣∣D̂W1

∣∣∣2∣∣∣D̂H1

∣∣∣2
{

(A1A
∗
3+A3A

∗
1)−âA∗

3 (e3A1+e1A3)−â∗A3 (e1A∗
3+e3A∗

1) +

+ 2|â|2|A3|2e1e3
}
,

(5.26)

так как e1 = 0 и A1 = A∗
1 = 0;

G31
(2) = 1

4
Pm−1H2R̃a

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2∣∣∣D̂H2

∣∣∣2
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q̂∗2D̂

∗
W2
D̂∗

θ2
+ q̂2D̂W2D̂θ2 + 2R̃a∣∣∣q̂2D̂W2D̂θ2 + R̃a

∣∣∣2 − 2
R̃a

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ +

+ i
4

(1 −W2)H2R̃a

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2∣∣∣D̂H2

∣∣∣2
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q̂∗2D̂∗

W2
D̂∗

θ2
− q̂2D̂W2D̂θ2∣∣∣q̂2D̂W2D̂θ2 + R̃a

∣∣∣2
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭,

(5.27)

G23
(1) = 1

4
Pm−1H1R̃a

|q̂1|2
∣∣∣D̂W1

∣∣∣2∣∣∣D̂H123

∣∣∣2
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q̂∗1D̂∗

W1
D̂∗

θ1
+ q̂1D̂W1D̂θ1 + 2R̃a∣∣∣q̂1D̂W1D̂θ1 + R̃a

∣∣∣2 − 2
R̃a

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭−

− i
4

(1 −W1)H1R̃a

|q̂12|2
∣∣∣D̂W12

∣∣∣2∣∣∣D̂H12

∣∣∣2
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q̂∗1D̂∗

W1
D̂∗

θ1
− q̂1D̂W1D̂θ1∣∣∣q̂1D̂W1D̂θ1 + R̃a

∣∣∣2
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭,

(5.28)

G23
(2) = iPm−1H2

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2∣∣∣D̂H2

∣∣∣2
{
(B3B

∗
2−B2B

∗
3)−b̂B∗

3 (e2B3−e3B2)−b̂∗B3 (e3B∗
2−e2B∗

3)
}
−

− (1 −W2)H2

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2∣∣∣D̂H2

∣∣∣2
{

(B3B
∗
2 +B2B

∗
3)−b̂B∗

3 (e2B3+e3B2)−b̂∗B3 (e3B∗
2 +e2B∗

3) +

+2|â|2|B3|2e2e3
}

= 0,

(5.29)

так как e2 = 0 и B2 = B∗
2 = 0;

G32
(1) = −1

4
Pm−1H1R̃a

|q̂1|2
∣∣∣D̂W1

∣∣∣2∣∣∣D̂H123

∣∣∣2
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q̂∗1D̂

∗
W1
D̂∗

θ1
+ q̂1D̂W1D̂θ1 + 2R̃a∣∣∣q̂1D̂W1D̂θ1 + R̃a

∣∣∣2 − 2
R̃a

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭−

− i
4

(1 −W1)H1R̃a

|q̂12|2
∣∣∣D̂W12

∣∣∣2∣∣∣D̂H12

∣∣∣2
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q̂∗1D̂∗

W1
D̂∗

θ1
− q̂1D̂W1D̂θ1∣∣∣q̂1D̂W1D̂θ1 + R̃a

∣∣∣2
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭,

(5.30)
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G32
(2) = iPm−1H2

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2∣∣∣D̂H2

∣∣∣2
{
(B2B

∗
3−B3B

∗
2)−b̂B∗

3 (e3B2−e2B3)−b̂∗B3 (e2B∗
3−e3B∗

2)
}
−

− (1 −W2)H2

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2∣∣∣D̂H2

∣∣∣2
{

(B2B
∗
3 +B3B

∗
2)−b̂B∗

3 (e2B3+e3B2)−b̂∗B3 (e3B∗
2 +e2B∗

3) +

+2|â|2|B3|2e2e3
}
.

(5.31)

Для полученных здесь компонент корреляторов (5.15), (5.17), (5.21), (5.22), (5.25), (5.27),
(5.28), (5.30) будут полезны следующие соотношения:

q̂2D̂W2D̂θ2 − q̂∗2D̂
∗
W2
D̂∗

θ2
= 2i

(
1+Pr−1

)
(1−W2) + Q̃H2

2

(
2i
(
Pm−1−Pr−1

)
(1−W2)

Pm−2+(1 −W2)2

)
, (5.32)

q̂∗2D̂
∗
W2
D̂∗

θ2
+ q̂2D̂W2D̂θ2 = 2

(
Pr−1 − (1 −W2)2

)
+

2Q̃H2
2 (Pr−1Pm−1 + (1 −W2)2)

Pm−2 + (1 −W2)2
, (5.33)

∣∣∣q̂2D̂W2D̂θ2 + R̃a
∣∣∣2 = |q̂2|2

∣∣∣D̂W2

∣∣∣2 ∣∣∣D̂θ2

∣∣∣2 + R̃a
(
q̂∗2D̂

∗
W2
D̂∗

θ2
+ q̂2D̂W2D̂θ2

)
+ R̃a

2
=

=

⎡⎢⎢⎣
(
Pm−1−(1−W2)2+Q̃H2

2

)2
+(1−W2)2(1+Pm−1

)2(
1+(1−W2)2

)(
Pm−2+(1−W2)2

)
⎤⎥⎥⎦(1+(1−W2)2

)(
Pr−2+(1−W2)2

)
+

+ 2R̃a

[(
Pr−1 − (1 −W2)2

)
+
Q̃H2

2 (Pr−1Pm−1 + (1 −W2)2)

Pm−2 + (1 −W2)2

]
+ R̃a

2
. (5.34)

Подставим формулы (5.32)–(5.34) в выражения для компонент T 31
(2) и T 32

(1), в результате
получим:

T 31
(2) = −

R̃a(1 + Pm2W̃ 2
2 )W̃2

[(
1 + Pr)(1 + Pm2W̃ 2

2

)
+QH2

2 (Pr− Pm)
]

2
[
(1 − PmW̃ 2

2 +QH2
2 )

2
+ W̃ 2

2 (1 + Pm)2
] ×

×
[((

1 − PmW̃ 2
2 +QH2

2

)2
+ W̃ 2

2 (1 + Pm)2

)(
1 + Pr2W̃ 2

2

)
+

+ 2Ra
((

1 − PrW̃ 2
2

)(
1 + Pm2W̃ 2

2

)
+QH2

2

(
1 + PmW̃ 2

2

))
+

+Ra2(1 + Pm2W̃ 2
2 )
]−1

= αNLW̃2,

(5.35)

T 32
(1) = −

R̃a(1 + Pm2W̃ 2
1 )W̃1

[(
1 + Pr)(1 + Pm2W̃2

1

)
+QH2

1 (Pr− Pm)
]

2
[
(1 − PmW̃ 2

1 +QH2
1 )

2
+ W̃ 2

1 (1 + Pm)2
] ×

×
[((

1 − PmW̃ 2
1 +QH2

1

)2
+ W̃ 2

1 (1 + Pm)2

)(
1 + Pr2W̃ 2

1

)
+

+ 2Ra
((

1 − PrW̃ 2
1

)(
1 + Pm2W̃ 2

1

)
+QH2

1

(
1 + PmW̃ 2

1

))
+

+Ra2(1 + Pm2W̃ 2
1 )
]−1

= −αNLW̃1;

(5.36)
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здесь W̃1 = 1 −W1, W̃2 = 1 −W2, αNL = αNL(W1.2,H1.2) — коэффициент нелинейного гид-
родинамического α-эффекта в электропроводящей среде с температурной стратификацией.

Сравнивая выражения (5.21) и (5.15), а также (5.22) и (5.17), находим связь S31
(2) с T

31
(2)

и S32
(1) с T

32
(1), то есть

S31
(2) =

H2
2T

31
(2)

Pm−2 + W̃ 2
2

, S32
(1) =

H2
1T

32
(1)

Pm−2 + W̃ 2
1

. (5.37)

Для замыкания уравнений крупномасштабного магнитного поля (3.42) нам нужно вычис-
лить разности G13

(2)−G31
(2) и G

23
(1)−G32

(1). С учетом формул (5.25), (5.27), (5.28), (5.30) получим:

δG(2) = G13
(2) −G31

(2) = −1
2

Pm−1H2R̃a

|q̂2|2
∣∣∣D̂W2

∣∣∣2∣∣∣D̂H2

∣∣∣2
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q̂∗2D̂∗

W2
D̂∗

θ2
+ q̂2D̂W2D̂θ2 + 2R̃a∣∣∣q̂2D̂W2D̂θ2 + R̃a

∣∣∣2 − 2
R̃a

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭, (5.38)

δG(1) = G23
(1) −G32

(1) = 1
2

Pm−1H1R̃a

|q̂1|2
∣∣∣D̂W1

∣∣∣2∣∣∣D̂H1

∣∣∣2
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q̂∗1D̂∗

W1
D̂∗

θ1
+ q̂1D̂W1D̂θ1 + 2R̃a∣∣∣q̂1D̂W1D̂θ1 + R̃a

∣∣∣2 − 2
R̃a

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭. (5.39)

После подстановки выражений (5.33)–(5.34) в формулы (5.38)–(5.39) последние примут вид

δG(2) = PmH2(
1 − PmW̃ 2

2 +QH2
2

)2
+ W̃ 2

2 (1 + Pm)2
×

×
{

1 − Ra
[(

1 − PrW̃ 2
2

)
+
QH2

2 (1 + PrPmW̃ 2
2 )

(1 + Pm2W̃ 2
2 )

+ Ra

]
×

×

⎡⎢⎣((1 − Pm W̃ 2
2 +QH2

2

)2
+ W̃ 2

2 (1 + Pm)2

) (
1 + Pr2W̃ 2

2

)
(

1 + Pm2W̃ 2
2

)+

+2Ra

⎡⎢⎣(1 − PrW̃ 2
2

)
+
QH2

2

(
1 + PrPm W̃ 2

2

)
(

1 + Pm2W̃ 2
2

)
⎤⎥⎦ + Ra2

⎤⎥⎦
−1
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ = αNL

H2
H2,

(5.40)

G(1) =
− PmH1(

1 − PmW̃ 2
1 +QH2

1

)2
+ W̃ 2

1 (1 + Pm)2
×

×
{

1 − Ra
[(

1 − PrW̃ 2
1

)
+
QH2

1 (1 + PrPm W̃ 2
1 )

(1 + Pm2W̃ 2
1 )

+ Ra

]
×

×

⎡⎢⎣((1 − PmW̃ 2
1 +QH2

1

)2
+ W̃ 2

1 (1 + Pm)2

) (
1 + Pr2W̃ 2

1

)
(

1 + Pm2W̃ 2
1

)+

+2Ra

⎡⎢⎣(1 − PrW̃ 2
1

)
+
QH2

1

(
1 + PrPm W̃ 2

1

)
(

1 + Pm2W̃ 2
1

)
⎤⎥⎦ + Ra2

⎤⎥⎦
−1
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ = −αNL

H1
H1.

(5.41)
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Коэффициенты нелинейного магнитогидродинамического (или МГД) α-эффекта, ответ-
ственного за генерацию крупномасштабного магнитного поля, состоят из двух частей:

αNL
H1.2

= α
NL(1)
1.2 (1 − Ra · f (W1.2,H1.2)). (5.42)

Первая часть, αNL(1)
H1.2

, обусловлена только действием внешней спиральной силы �f0, вторая
часть коэффициента αNL

H1.2
связана с наличием температурной стратификации Ra 
= 0, если

dT00

dz

= 0.

Таким образом, на основании проведенных в настоящем разделе вычислений компонент
T 31

(2), T
32
(1), S

31
(2), S

32
(1), δG(2), δG(1) мы получим замкнутые уравнения для крупномасштабных

полей скорости (W1,W2) и магнитного поля (H1,H2) в следующем виде:

∂TW1 − ΔW1 + ∇Z

⎡⎢⎣αNL (1 −W2)

⎛⎜⎝1 − H2
2PmQ(

1 + Pm2(1 −W2)2
)
⎞⎟⎠
⎤⎥⎦ = 0, (5.43)

∂TW2 − ΔW2 + ∇Z

⎡⎢⎣αNL (1 −W1)

⎛⎜⎝1 − H2
1PmQ(

1 + Pm2(1 −W1)2
)
⎞⎟⎠
⎤⎥⎦ = 0, (5.44)

∂TH1 − Pm−1ΔH1 −∇Z

(
αNL

H2
H2

)
= 0, (5.45)

∂TH2 − Pm−1ΔH2 −∇Z

(
αNL

H1
H1

)
= 0. (5.46)

Уравнения (5.43)–(5.46) описывают нелинейную динамику крупномасштабных полей в элек-
тропроводящей среде с неоднородностью по температуре. В пределе неэлектропроводной
среды σ = 0, и уравнения (5.43)–(5.44) полностью совпадают с результатами работы [12, 13].
Как и в работе [13], мы рассмотрим вначале устойчивость малых возмущений полей (ли-
нейная теория), а затем исследуем вопрос о возможности существования стационарных
структур.

6. Крупномасштабная неустойчивость и нелинейные вихревые
структуры

Рассмотрим начальную стадию развития возмущений (W1,W2) и (H1,H2). Тогда при
малых значениях величин W1, W2 и H1, H2 уравнения (5.43)–(5.46) линеализуются и сво-
дятся к следующей системе линейных уравнений:

∂TW1 − ΔW1 + α∇ZW2 = 0, (6.1)

∂TW2 − ΔW2 − α∇ZW1 = 0, (6.2)

∂TH1 − ΔH1 − α∇ZH2 = 0, (6.3)

∂TH2 − ΔH2 + α∇ZH1 = 0, (6.4)
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где

α = −Ra(4 − 2Ra)

(4 + Ra2)2
при Pr = 1, (6.5)

αH = 2Pm(
1 + Pm2

)
(4 + Ra2)

. (6.6)

Как видно из системы уравнений (6.1)–(6.4), при малых возмущениях полей происходит
расщепление самосогласованной системы уравнений (5.43)–(5.46) на две пары уравнений
для крупномасштабного поля �W и магнитного поля �H соответственно. Легко заметить, что
первая пара уравнений (6.1)–(6.2) подобна уравнениям для гидродинамического α-эффек-
та [2, 4], благодаря которому происходит генерация крупномасштабных вихревых структур
нетривиальной топологии, то есть �W rot �W 
= 0. Вторая пара уравнений (6.3)-(6.4) описы-
вает хорошо известный из теории динамо [19–26] α-эффект — усиление крупномасштабного
магнитного поля мелкомасштабной спиральной турбулентностью. Отметим, что в рассмат-
риваемой здесь линейной теории коэффициенты генерации α и αH (см. (6.5), (6.6)) не за-
висят от амплитуд полей, а зависят только от характеристик среды.

Для исследования крупномасштабной неустойчивости, описываемой системой урав-
нений (6.1)–(6.4), выберем возмущения скорости W1, W2 и поля H1, H2 в виде плоских
циркулярно-поляризованных волн:

W1 = AW exp (Γt) sinKZ, W2 = BW exp (Γt) cosKZ, (6.7)

H1 = AH exp (Γt) sinKZ, H2 = BH exp (Γt) cosKZ. (6.8)

Подставляя (6.7) в систему уравнений (6.1)–(6.2), а (6.8)— в систему (6.3)–(6.4), мы получим
два инкремента неустойчивости:

Γ1 = ±αK −K2, (6.9)

Γ2 = ±αHK −K2Pm−1. (6.10)

Растущее решение с первым инкрементом описывает генерацию спиральных вихревых

структур. Максимум инкремента Γ1max = α2

4 достигается при Kmax = α
2 . Аналогично,

из формулы (6.10), находим максимальный инкремент генерации крупномасштабного маг-

нитного поля Γ2max =
α2

H

4 Pm при Kmax = αH

2 Pm.

Если внешняя сила имеет нулевую спиральность �F0 rot �F0 = 0, то оба α-эффекта ис-
чезнут: α=0, αH = 0. Кроме этого, при обращении в нуль градиента температуры гидроди-
намический α-эффект также исчезает, но магнитогидродинамический α-эффект остается.
Другими словами, магнитное поле продолжает нарастать и в этих условиях.

Перейдем теперь к обсуждению нелинейной стадии. Естественно ожидать, что с ростом
возмущений W1.2, H1.2 нелинейные коэффициенты αNL и αNL

H уменьшаются и неустойчи-
вость стабилизируется. В результате образуются нелинейные вихревые спиральные струк-
туры.

Для изучения таких стационарных структур рассмотрим стационарные решения нели-
нейной системы уравнений (5.43)–(5.46). Полагая ∂TW1 = ∂TW2 = ∂TH1 = ∂TH2 = 0
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и интегрируя эти уравнения по Z, получим:

dW̃1

dZ
= −αNLW̃2

(
1 − QH2

2Pm

1 + Pm2W̃ 2
2

)
+ C1, (6.11)

dW̃2

dZ
= αNLW̃1

(
1 − QH2

1Pm

1 + Pm2W̃ 2
1

)
+ C2, (6.12)

1
Pm

dH1

dZ
= −αNL

H H2 + C1
1 , (6.13)

1
Pm

dH2

dZ
= αNL

H H1 + C2
2 , (6.14)

где C1, C2, C1
1 и C2

2 — произвольные постоянные интегрирования. Нелинейные коэффи-
циенты генерации αNL и αNL

H являются функциями возмущений скорости �W и поля �H,
явный вид которых определен формулами (5.35)–(5.36) и (5.40)–(5.41). Анализ системы
уравнений (6.11)–(6.14) представляет собой довольно сложную задачу, поэтому примем ряд
упрощений. Так, будем считать числа Прандтля равными единице, Pr = Pm = 1, а круп-
номасштабное поле скорости W1, W2 совпадает с альфвеновской скоростью возмущений
поля H1, H2:

W̃1,2 = ±H1,2

√
Q, (6.15)

или, в размерных переменных, W̃1,2 = ± H1,2√
4πρ00

. Используя соотношения (6.15), систему

уравнений (6.11)–(6.14) можно упростить и привести к виду

dW̃1

dZ
=

RaW̃2(
1 + 4W̃ 2

2

)
(4W̃ 2

2 + (Ra+ 1)2)
+ C1 = αNL

(
W̃2

)
W̃2 + C1, (6.16)

dW̃2

dZ
= − RaW̃1(

1 + 4W̃ 2
1

)
(4W̃ 2

1 + (Ra+ 1)2)
+ C2 = αNL

(
W̃1

)
W̃1 + C1, (6.17)

dH1

dZ
= − (1 + 4QH2

2 + Ra(2Ra+ 1)H2(
1 + 4QH2

2

)
(4QH2

2 + (Ra+ 1)2)
+ C1

1 = −αNL
H (H2)H2 + C1

1 , (6.18)

dH2

dZ
= − (1 + 4QH2

1 + Ra(2Ra+ 1)H1(
1 + 4QH2

1

)
(4QH2

1 + (Ra+ 1)2)
+ C2

2 = −αNL
H (H1)H1 + C2

2 . (6.19)

Легко заметить, что произошло расщепление системы (6.11)–(6.14) на две пары нелиней-
ных уравнений для возмущений скорости (6.16)–(6.17) и магнитного поля (6.18)–(6.19). Эти
уравнения можно записать в гамильтоновой форме:

dXW

dZ
=
dHW

dPW
,

dPW

dZ
= −dHW

dXW
, (6.20)

dXH

dZ
=
dHH

dPH
,

dPH

dZ
= −dHH

dXH
, (6.21)
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вводя новые переменные XW = 1 −W1, PW = 1 −W2, XH = H2, PH = H1. В уравнени-
ях (6.20)–(6.21) переменная Z играет роль времени. Гамильтониан поля скорости HW имеет
вид

HW = Uw (PW ) + Uw (XW ) + C1PW + C2XW + C3, (6.22)

где входящая в гамильтониан функция Uw(y) имеет вид

Uw (y) = 1
8(Ra+ 2)

ln
1 + 4y

1 + 4y + Ra(Ra+ 2)
. (6.23)

Гамильтониан магнитного поля HH принимает вид

HH = Uh (PH) + Uh (XH) + C1
1PH + C1

2XH + C1
3 , (6.24)

где функция U(x)h имеет вид

Uh (x) =
(1 − Ra)

8Q(Ra+ 2)
ln 1 + x

x+ (1 + Ra)2
− 1

8Q
ln(1 + x). (6.25)

Уже сам факт гамильтоновости уравнений (6.20), (6.21) означает, что в фазовом простран-
стве могут наблюдаться неподвижные точки только двух типов: эллиптические и гипер-
болические неподвижные точки. Следствием этого априори можно ожидать появления
в качестве нелинейных стационарных структур нелинейных волн, солитонов и кинков.
Нелинейные волны наблюдаются в окрестности эллиптических точек, а солитоны и кин-
ки соответствуют участкам сепаратрис, соединяющих, соответственно, одну или две ги-
перболические точки. При нулевых значениях постоянных C1 = C2 = 0 в фазовом про-
странстве присутствует только одна эллиптическая точка, и в этом случае присутствуют
только нелинейные волны. Построенное численно стационарное решение, соответствующее
нелинейной волне конечной амплитуды, приведено на рисунке 1. Возвращаясь к структуре
уравнений (6.16), (6.17), легко заметить их вырожденный характер. Правая часть первого
уравнения зависит только от W̃2, а правая часть второго — только от W̃1. Это ведет к про-
стым ограничениям на неподвижные точки, существующие в фазовом пространстве. Так,
в области параметров C1 = 0 нуль правой части уравнения (6.16) достигается только в од-
ной точке W̃2 = 0. В области C1 
= 0 и −c < C1 < c существует два корня. Здесь величина
c определяется равенством

c =
3Ra

√
−12 − 6Ra2 − 12Ra+ 6

√
16 + 20Ra2 + 32Ra+ Ra4 + 4Ra3

(4 − Ra2 − 2Ra+
√

16 + 20Ra2 + 32Ra+ Ra4 + 4Ra3)
×

× 1
(4 + 5Ra2 + 10Ra+

√
16 + 20Ra2 + 32Ra+ Ra4 + 4Ra3)

.

Вне описанной выше полосы нули правой части уравнения (6.16) отсутствуют. Аналогич-
но нуль правой части уравнения (6.17) в области параметров C2 = 0 достигается только
при W̃1 = 0. В полосе −c < C2 < c при C2 
= 0 два корня, и вне этой полосы корни отсутству-
ют. Это означает, что число неподвижных точек фазового портрета легко установить. Так,
при C1 = C2 = 0 существует одна неподвижная точка, при C1 = 0, а C2 
= 0 и −c < C2 < c —
две неподвижные точки, как и при C2 = 0, а C1 
= 0 и −c < C1 < c. Наконец, при C1 
= 0
и −c < C1 < c и C2 
= 0 и −c < C2 < c существуют четыре неподвижные точки (см. рис. 2).
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Рис. 1. Слева фазовый портрет системы уравнений (6.16), (6.17) при C1 = C2 = 0; справа решение,
соответствующее нелинейной волне.

Рис. 2. Слева показан фазовый портрет в области параметров C1 
= 0 и −c < C1 < c и C2 
= 0
и −c < C2 < c, при которых существуют четыре неподвижные точки. Справа — фазовый портрет
с двумя неподвижными точками при C1 = 0, C2 
= 0 и −c < C2 < c. Сепаратриса, выходящая
и входящая в гиперболическую точку, соответствует солитону.

В этой области кроме нелинейных волн возникает и кинк, соответствующий участку се-
паратрисы, соединяющей две гиперболические точки. Пример такого нелинейного решения
показан на рисунке 3.

Вполне аналогично устроен фазовый портрет и нелинейных уравнений (6.18), (6.19)
для магнитных полей. Так, при C1

1 = C2
2 = 0 на фазовом портрете присутствует одна эл-

липтическая неподвижная точка. Сохраняется и приведенное выше условие существования
двух и четырех неподвижных точек. Изменение претерпевает только значение постоянной c,
которое хотя и вычислено аналитически, но имеет исключительно громоздкий вид. Поэтому
его приводить не будем. Таким образом, как условия возникновения, так и типы стационар-
ных структур магнитного поля аналогичны гидродинамическим структурам, приведенным
выше.

В более общем случае система уравнений (5.35)–(5.36) уже не расщепляется на две
подсистемы, так что подробный анализ системы уравнений в четырехмерном фазовом про-
странстве теряет свою наглядность и становится более громоздким и сложным. Детальный
анализ стационарных решений в этом сложном случае выходит за рамки работы и будет
проведен в дальнейшем.
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Рис. 3. Пример кинка при значениях C1 = 0.01, C2 = 0.01 в случае четырех неподвижных точек
в фазовом пространстве и пример солитона в случае двух неподвижных точек при C1 = 0, C2 = 0.01.
Они соответствуют фазовым портретам, показанным на рисунке 2.

7. Заключение

Полученная замкнутая система нелинейных уравнений описывает как линейную, так
и нелинейную стадии нарастания гидродинамических течений и магнитных полей в прово-
дящей среде. Это позволяет применять ее для объяснения возникновения и стабилизации
крупномасштабных магнитных полей ряда космических объектов, в частности звезд. Так-
же интересно применить ее для описания генерации крупномасштабных полей конвекцией
в электропроводящей среде в недрах планет. Следует заметить, что несмотря на исполь-
зуемую асимптотическую технику, основанную на наличии мелкомасштабных осцилляций,
следует ожидать, что результаты работы применимы и к турбулентным средам. В тур-
булентном случае присутствует целый спектр таких мелкомасштабных осцилляций. Каче-
ственные оценки линейной стадии для солнечных условий [25] позволяют установить хоро-
шее совпадение характерных масштабов и времен возникающих гидродинамических струк-
тур с обнаруженными ранее экспериментально [37]. Это обстоятельство позволяет ожидать
обнаружения и других стационарных гидродинамических структур (например, солитоно-
подобных структур в фотосфере Солнца).
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Using the asymptotic method of multiple scales construct nonlinear theory of large-scale structures
in stratified conducting medium in the presence of small-scale oscillations of the velocity field and
magnetic fields. Such small-scale stationary oscillations are generated by small external sources
at low Reynolds numbers. The nonlinear system of equations describing the evolution of large-
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evolution leads to the well known instability. We study the equations of non-linear instability
and its stationary solutions.
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