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Квазирациональные решения нелинейного
уравнения Шрёдингера

В.Б.Матвеев, Ф.Дюбард, А.О.Смирнов

Рассматривается метод построения квазирациональных решений нелинейного уравне-
ния Шрёдингера, уравнения Кадомцева –Петвиашвили и некоторых других интегрируемых
нелинейных уравнений. Приводятся примеры решений ранга 2 и 3.
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Введение

В этой статье мы обсуждаем мультибризерные (multi-rogue) волны, являющиеся реше-
ниями фокусирующего нелинейного уравнения Шрёдингера (НШ)

iut + uxx + 2|u|2u = 0, (0.1)

уравнения Кадомцева –Петвиашвили-I (КП-I)

(4vt + 6vvx + vxxx)x = 3vyy (0.2)

и некоторых других интегрируемых нелинейных уравнений.
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В последнее время было осознано, что простейшей и наиболее универсальной моделью
для описания возникновения экстремальных волн в океане или оптическом волокне являют-
ся именно эти уравнения. Начиная с 1968 года уравнение (0.1) используется при описании
распространения на поверхности океана слабо нелинейных квазимонохроматических волно-
вых пакетов с относительно большой крутизной фронтов [1]. Приложения этого уравнения
к задачам нелинейной оптики были известны еще раньше [2]. Поскольку уравнение (0.1) яв-
ляется моделью первого приближения, то оно появляется при моделировании многих слабо
нелинейных явлений. Область применения этого уравнения чрезвычайно широка и, поми-
мо упомянутых выше, включает в себя физику плазмы [3], теорию финансовых рынков [4],
теорию Бозе-конденсатов и многое другое.

Одной из особенностей уравнения (0.1) является наличие модуляционной неустойчиво-
сти, приводящей к возникновению так называемых «странных волн» (в гидродинамике из-
вестных под названием «волн-убийц») [5]. Эти волны представляют собой локализованные
в пространстве и времени всплески амплитуды. В последние 20 лет сначала в гидродинами-
ке, а затем в нелинейной оптике эти волны были объектом многочисленных теоретических
и экспериментальных исследований [6]. Такое внимание к проблеме «волн-убийц» объяс-
няется, в частности, убытками от разрушения «волнами-убийцами» нефтяных платформ,
танкеров, контейнеровозов и других крупнотоннажных судов.

Существует множество более сложных моделей, которые дают более точное описание
«странных волн» [6]. Эти модели условно можно разбить на два класса. К некоторым мо-
делям, как и к уравнению (0.1), можно применять аналитические методы. Другие модели
являются неинтегрируемыми и могут быть решены только численными методами. К ана-
литическим методам, применяемым для решения интегрируемых нелинейных уравнений,
относятся метод обратной задачи рассеяния, метод конечнозонного интегрирования [7], ме-
тод задачи Римана, метод преобразования Дарбу [8], метод Хироты. В настоящей работе
используются формулы, полученные методом преобразования Дарбу.

В основу метода преобразования Дарбу положена его короткая заметка 1882 года, в ко-
торой была указана процедура получения бесконечной серии новых одномерных уравнений
Шрёдингера и их решений исходя из произвольно выбранного исходного уравнения. При
этом решения новых уравнений выражаются в терминах решений исходного уравнения,
соответствующих различным значениям спектрального параметра, при помощи простых
детерминантных формул, найденных в 1954 году английским математиком Крамом. В ра-
ботах одного из авторов [9–11] было предложено широкое обобщение этой идеи, назван-
ное им методом преобразований Дарбу. Метод преобразований Дарбу позволяет находить
широкие классы точных решений линейных дифференциальных уравнений и нелинейных
дифференциальных уравнений в частных производных, допускающих представление Лакса.
В своей первоначальной формулировке этот метод был применен к бесконечной иерархии
уравнений Кадомцева –Петвиашвили (КП-I) и ее некоммутативным и разностным анало-
гам [9–11]. Дальнейшее развитие этого метода, включающее в себя, в частности, результаты
работ [12–14], содержится в широко цитируемой монографии [8] и обзорной статье [15], а так-
же в тысячах новых публикаций, которые мы не будем здесь цитировать за недостатком
места.

Решения уравнения (0.1) обладают фундаментальным свойством трансляционной, мас-
штабной, галилеевой и фазовой инвариантности: вместе с решением u(x, t) решениями урав-
нения (0.1) являются также функции

u(x− x0, t− t0), (0.3)
qu(q2x, qt), q > 0, (0.4)
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u(x, t) → u(x− V t, t) exp (iV x/2 − iV 2t/4), V ∈ R, (0.5)

u(x, t) → eiχu(x, t), χ ∈ R. (0.6)

Уравнение (0.1) обладает простейшими, не зависящими от x, решениями p(t) типа про-
стой волны: u(t) = exp(2it), |u(t)| = 1. В дальнейшем мы будем интересоваться рациональ-
ными модуляциями этого решения, то есть решениями вида

u(x, t) = R(x, t) exp(2it), R(x, t) → 1 при x2 + t2 → ∞,

где R(x, t) — рациональная функция, числитель и знаменатель которой представляют со-
бой полиномы степени n(n + 1) от x и t. Целое положительное число n мы называем ран-
гом решения. При этом сам рациональный множитель R(x, t) автоматически удовлетворяет
уравнению Гросса –Питаевского:

iRt + 2R(|R|2 −B2) +Rxx = 0, |R| = |u|. (0.7)

Переход к более общим квазирациональным решениям осуществляется тривиальным при-
менением пространственных и временных трансляций (0.3), а также масштабных (0.4), га-
лилеевых (0.5) и фазовых (0.6) преобразований. В период с 1983 года по 2010 год деятель-
ность по описанию квазирациональных решений насчитывала небольшое число важных
событий.

В 1983 году английский математик Хоуэлл Перегрин нашел квазирациональное реше-
ние уравнения (0.1) следующего вида [16]:

u(x, t) :=
(

1 − 4 1 + iT

1 +X2 + T 2

)
eiT/2, X := 2x, T := 4t. (0.8)

Это решение единственно с точностью до деформаций его при помощи преобразований,
упомянутых в начале раздела. Его абсолютная величина имеет единственный локальный
максимум в точке х = 0, t = 0 (|u(0, 0)| = 3) и два минимума. При x2 + t2 → ∞ второе
слагаемое в скобке стремится к нулю и, следовательно,

u(x, t) ∼ e2it, |u| → 1 при x2 + t2 → ∞.

Решение Перегрина, график которого показан на рисунке 1, представляет собой пример
волны, амплитуда которой достигает единственного резкого максимума высоты 3 в един-
ственной точке пространства-времени и, таким образом, хорошо соответствует свойству
волн-убийц возникать ниоткуда и затем исчезать бесследно [17], которое часто закладыва-
ют в их определение.

Следующим важным этапом было открытие нового квазирационального решения ран-
га 2 или, как мы его называем, P2-бризера, сделанное в 1985 году в работе Ахмедиева,
Елеонского и Кулагина [18]. Данное решение описывается формулой, аналогичной преды-
дущей, в которой полиномы, стоящие в числителе и в знаменателе рационального фактора
решения, имеют степень 6 по каждой из переменных x и t. Максимум абсолютной величи-
ны этого решения равен 5 и имеется еще 4 значительно меньших локальных максимумов.
Открытие этого изолированного, но очень важного решения поставило вопрос об описании
более широких семейств квазирациональных решений.

Годом позже работы [18] в работе Елеонского, Кричевера и Кулагина [19] возникла пер-
вая общая формула для квазирациональных решений уравнения (0.1), содержавшая первую
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Рис. 1. Солитон Перегрина.

общую конструкцию этих решений произвольного ранга. В отличие от предыдущих работ,
полученные в ней решения ранга n зависели от 2n вещественных параметров, первые два из
которых соответствовали пространственным и временным трансляциям, а остальные пара-
метры были нетривиальны. Работа эта, несмотря на правильность общей стратегии и всех
формул, исключая специальный выбор некоторых «сигнатур» mj (их точные определения
даны ниже), не была, однако, как следует осознана вплоть до самого последнего времени
(до 2010 года). В частности, в течение 25 лет оставалось невыясненным, можно ли получить
формулу для P2-бризера как редукцию решений ранга 2 из [19].

Лишь в 2009 году Ахмедиев, Анкевич и Сото-Креспо [20], применяя метод преобразо-
ваний Дарбу, построили изолированное решение ранга 3, то есть P3-бризер с асимптотиче-
ской амплитудой 1, в котором рациональный фактор представлял отношение двух полино-
мов 12-й степени по x и t и максимумом абсолютной величины, равным 7. В этой работе
и в серии последующих работ они выдвинули гипотезу о существовании бесконечной серии
высших перегриновских бризеров — Pn-бризеров с асимптотической амплитудой 1 и мак-
симумом абсолютной величины, равном 2n + 1. Однако сами они не смогли продвинуться
в подтверждении этой гипотезы за пределы ранга 3. В 2010 году им удалось лишь явно опи-
сать P4(x, 0). Вопрос о соотношении их решений с формулами работы [19] также оставался
открытым до самого последнего времени.

В 2010 один из авторов этой работы (В.Б.Матвеев) выдвинул широкую программу
исследования квазирациональных решений уравнения (0.1). В данной работе мы представ-
ляем основные результаты, полученные в ходе реализации этой программы, в том числе
и полученные в последнее время.

1. Основные формулы

Пусть n есть натуральное число. Следуя [19], мы определяем полиномы q2n(k) и Φ(k)
следующими формулами:

q2n(k) :=
n∏

j=1

(
k2 − ω2mj+1 + 1

ω2mj+1 − 1
B2

)
, ω := exp

(
iπ

2n+ 1

)
, (1.1)

Φ(k) := i
2n∑
l=1

ϕl(ik)l, B > 0, (1.2)
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где коэффициенты ϕl ∈ R, а mj удовлетворяют соотношениям

0 � mj � 2n− 1, ml 
= 2n−mj. (1.3)

В частности, эти условия выполняются при выборе mj = j − 1. Всюду ниже мы использу-
ем именно этот выбор mj . В работе [19] этот последний выбор был заменен соотношени-
ем mj = j, не удовлетворяющим общим условиям (1.3)1. Рассмотрим теперь функцию f ,
определяемую формулой

f(k, x, t) :=
exp(kx+ ik2t+ Φ(k))

q2n(k)
(1.4)

и при любом значении параметра k являющуюся решением линейного нестационарного
уравнения Шрёдингера с нулевым потенциалом

−ift = fxx. (1.5)

Нетрудно проверить, что функции f1, . . . , f2n, определяемые формулами

fj(x, t) := D2j−1
k f(k, x, t)

∣∣
k=B

, Dk := k2

k2 +B2
∂
∂k
, j = 1, . . . , n,

fn+j(x, t) := D2j−1
k f(k, x, t)

∣∣
k=−B

,

(1.6)

также являются решениями уравнения (1.5).
Обозначим через W1, W2 определители Вронского, составленные из функций fj и f ,

определенных выше,

W1 := W (f1, . . . , fn) ≡ detA, Alj = ∂l−1
x fj, W2 := W (f1, . . . , fn, f).

Теорема 1. Функция

un(x, t) := (−1)nq2n(0)B1−2ne2iB2tW2 |k=0

W1
(1.7)

описывает семейство решений уравнения (0.1), зависящее от 2n+ 1 вещественных пара-
метров ϕ1, . . . , ϕn, B.

Будем называть это решение квазирациональным решением ранга n. В обозначениях,
не использующих определителей Вронского, это решение было впервые получено в рабо-
те [19]. При n = 1 оно совпадает с так называемым бризером Перегрина или, как мы будем
называть его для краткости, P1-бризером [16].

2. Нестационарное линейное уравнение Шрёдингера
и уравнение Кадомцева –Петвиашвили-I

Система Лакса для уравнения Кадомцева –Петвиашвили-I (КП-I) имеет вид

− iψy = ψxx + v(x, y, t)ψ, (2.1)

− 4ψt = 4ψxxx + 6vψx + 3w(x, y, t)ψ. (2.2)
1Общий анализ условий (1.3), уточняющий результаты [19], и дальнейшие комментарии по этому

поводу содержатся в диссертации Ф.Дюбарда [21].
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Первое из уравнений этой системы есть нестационарное линейное уравнение Шрёдингера
с потенциалом v(x, y), в котором роль времени играет переменная y, тогда как t являет-
ся параметром. Уравнение КП-I является условием совместности вышеописанной системы
Лакса. По отношению к этому уравнению x и y являются пространственными переменными,
а t — временной переменной.

Пусть v(x, y, t) — любое решение уравнения КП-I (0.2), а f1, . . . , fn, f — линейно неза-
висимые решения системы (2.1), (2.2). Тогда имеет место следующий результат2

Теорема 2. Функция

ψ :=
W (f1, . . . , fn, f)
W (f1, . . . , fn)

(2.3)

удовлетворяет системе (2.1), (2.2) с потенциалом

vn(x, y, t) := v(x, y, t) + 2∂2
x lnW (f1, . . . , fn). (2.4)

При этом функция vn(x, y, t) является новым решением уравнения КП-I (0.2).

В частности, это верно при v(x, y, t) = 0 и w = 0. Очевидно, что функции f , fj,
j = 1, . . . , 2n, определенные формулами (1.6), удовлетворяют системе Лакса (2.1)–(2.2)
с v = 0, w = 0 при условии, что мы заменим t на y и ϕ3 на −t. Отсюда мы получаем
следующий результат.

Теорема 3. Последовательность функций

v2n(x, y, t) := 2∂2
x log W

(
f̃1, . . . , f̃2n

)
, f̃j(x, y, t) := fj

∣∣
t=y,ϕ3=−t

, (2.5)

где
f̃j(x, y, t) := fj

∣∣
t=y,ϕ3=−t

,

а fj определены в (1.6), является семейством вещественных рациональных (как функция
от x, y и t) решений уравнения КП-I. Эти решения удовлетворяют соотношению

∞∫
−∞

v2n(x, y, t) dx = 0. (2.6)

Решения (2.5) также являются рациональными функциями от 2n − 1 параметров
ϕ1, ϕ2, ϕ4, . . . , ϕ2n.

Данные решения уравнения КП-I являются вещественными гладкими функциями в си-
лу обнаруженного нами следующего важного соотношения, которое мы называем соответ-
ствием НШ-КП:

Теорема 4. Решение (2.5) может быть также записано в виде

v2n = 2
(|ũn|2 −B2

)
, ũn(x, y, t) := un(x, t, ϕ1, . . . , ϕ2n)

∣∣
t=y,ϕ3=−t

. (2.7)

Соответственно, функция v2n(x, y, t) удовлетворяет неравенству

v2n � −2B2. (2.8)
2Работы [9] и [15] содержат более общие результаты, непосредственно приложимые к некомму-

тативным иерархиям уравнений КП-I и КП-II и их различным редукциям.
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Имеет место следующая общая гипотеза: максимальное значение функции |un(x, t)|
в классе квазирациональных решений ранга n с асимптотической магнитудой B описыва-
ется формулой

maxx,t,ϕ1,...,ϕ2n∈R |un(x, t, ϕ1, . . . , ϕ2n)| = B(2n+ 1). (2.9)

Решение, для которого параметры ϕ1, . . . , ϕ2n выбраны таким образом, что этот максимум
реализуется при некоторых x и t, обозначается Pn(x, t) и называется Pn-бризером или пе-
регриновским бризером ранга n.

Гипотеза существования бесконечной иерархии Pn-бризеров была впервые высказана
Ахмедиевым и подтверждена им и его соавторами для n � 3 (см., например, [20])3. В насто-
ящее время эта гипотеза проверена для n � 10 в работах Гайарда [39], хотя общее доказа-
тельство по-прежнему отсутствует. Современная строгая формулировка этой гипотезы была
предложена Матвеевым. Эта формулировка исходит из того, что следует начинать с анали-
тического описания всего класса квазирациональных решений с фиксированной асимпто-
тической магнитудой 1 на бесконечности. Матвеев и Дюбард [22, 24] показали, что в общем
положении абсолютная величина этих (комплексных) решений имеет n(n+ 1)/2 максиму-
мов высоты близкой к 3, то есть к высоте магнитуды P1-бризеров, и (при любых значениях
параметров) n(n+ 1) минимумов. При специальном выборе параметров (трудность которо-
го существенно зависит от удачного выбора параметризации) возникает решение, имеющее
один очень высокий максимум высоты 2n + 1 и n(n+ 1) − 1 локальных максимумов очень
незначительной высоты и (как и в остальных случаях) n(n + 1) локальных минимумов
магнитуды. Это последнее решение и есть Pn-бризер. Эти оценки числа максимумов, в от-
личие от минимумов, не являются абсолютно универсальными, как будет объяснено ниже
на примере решений ранга 2 и 3.

Заметим, что во всех этих случаях в принципе можно ограничиться, без потери общ-
ности, анализом решений уравнения НШ с асимптотической магнитудой 1. Действительно,
масштабное преобразование

u(x, t) → Bu(Bx,B2t)

переводит решения с асимптотической магнитудой 1 в решения с асимптотической магни-
тудой B.

Если описанная гипотеза верна применительно к уравнению НШ для всех рангов n,
то, в силу соответствия НШ-КП, соответствующий абсолютный максимум решения (2.5)
уравнения КП-I описывается формулой

maxx,y,t∈R v(x, y, t) = 8B2n(n+ 1), (2.10)

то есть его значение равно числу максимумов (пиков) решения общего положения ранга n,
помноженному на 16B2. Последний фактор есть ни что иное, как образ P1-бризера в соот-
ветствии НШ-КП.

3Сама формулировка была при этом недостаточно четкой. В ней отсутствовало описание всего
класса квазирациоанльных многопараметрических решений уравнения НШ, специальными редук-
циями которых являются Pn-бризеры, и, таким образом, отсутствовал общий механизм их полу-
чения.
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3. Редукция к нелинейному уравнению Шрёдингера

Согласно теореме 2, функция

ψ(x, t, k) :=
W (f1, . . . , f2n, f)
W (f1, . . . , f2n)

(3.1)

удовлетворяет уравнению
iψt + ψxx + vψ = 0 (3.2)

с потенциалом
v(x, t) := 2∂2

x logW (f1, . . . , f2n). (3.3)

Отметим, что это верно и для выражения

RC(x, t) := Cψ(x, t, 0). (3.4)

Этот общий результат верен всегда, если функции fj являются решениями уравне-
ния (1.5). Отметим, что RC — рациональное решение уравнения (3.2). Специальный вы-
бор fj и правильный выбор постоянной C позволяет нам свести уравнение (3.2) к уравне-
нию (0.1).

Теорема 5. Пусть C = eiχq2n(0)B1−2n. Тогда v и R, определяемые формулами (3.3)
и (3.4), удовлетворяют соотношению

v = 2
(
|R|2 −B2

)
.

Наше доказательство этого утверждения приведено в работе [22]4.

4. Решения ранга 1 и 2

В этом разделе мы полагаем, что B = 1, v = 0, χ = 0. Переход к общему выбору этих
(вещественных) параметров легко осуществляется при помощи масштабного (0.4), галиле-
евского (0.5) и фазового (0.6) преобразований соответственно.

Фазовые параметры ϕ1 и ϕ2 имеют смысл пространственного и временного сдвига со-
ответственно. Поэтому мы можем подобрать их значения так, чтобы получить наиболее
компактный вид формул. Среди 2n+2 параметров χ, Bϕ1, . . . , ϕ2n лишь 2n−2 параметров,
а именно ϕ3, . . . , ϕ2n, имеют нетривиальное влияние на вид графика магнитуды решений.

В случае ранга n = 1 это означает, что с точностью до упомянутых выше тривиальных
преобразований решение, описываемое формулой (1.7), единственно. При выборе ϕ1 = 0
и ϕ2 =

√
3/4 мы получаем классическое решение (0.8), найденное Перегрином. График его

абсолютной величины как функции от x и t представлен на рисунке 1.
Случай ранга n = 2 является первым, в котором мы получаем семейство квазирацио-

нальных решений, зависящих от четырех параметров, в том числе от двух нетривиальных
4Наше доказательство этого утверждения совпадает с приведенным в [19] с точностью до моди-

фикации обозначений. Доказательство гладкости полученных решений (1.7) в [19] излишне сложно.
Оно прямо вытекает из самой структуры фокусирующего уравнения НШ и мероморфности обсуж-
даемых решений как функций от x и совпадает с доказательством гладкости, проведенным в [23]
для класса тригонометрических многофазных решений.
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параметров ϕ3, ϕ4. Мы уже объяснили выше, что параметр ϕ3 связан с уравнением KП-I.
Для удобства записи полагаем ϕ1 = 3ϕ3 и ϕ2 = 2ϕ4 + (3 +

√
5) sin(π/5)/4 и переходим

от пары параметров {ϕ3, ϕ4} к новым параметрам {α, β}, определяемым формулами

α := 48ϕ3,

β := 4(5 +
√

5) sin(π/5) − 96ϕ4.

В терминах этих новых параметров решение ранга 2 принимает вид

u2(x, t, α, β) =

(
1 − 12

G(2x, 4t) + iH(2x, 4t)
Q(2x, 4t)

)
e2it, (4.1)

где

G(X,T ) := X4 + 6(T 2 + 1)X2 + 4αX + 5T 4 + 18T 2 − 4βT − 3,

H(X,T ) := TX4 + 2(T 3 − 3T + β)X2 + 4αTX + T 5 + 2T 3−
− 2βT 2 − 15T + 2β,

Q(X,T ) := (1 +X2 + T 2)3 − 4αX3 − 12(2T 2 − βT − 2)X2+

+ 4(3α(T 2 + 1)X + 6T 4 − βT 3 + 24T 2 − 9βT+

+ α2 + β2 + 2). (4.2)

При α = β = 0 это решение совпадает с P2-бризером, для которого максимум магниту-
ды равен 5 и достигается в точке x = t = 0. Для достаточно малых значений α2 + β2 реше-
ние очень близко к P2-бризеру. Формулы (4.1), (4.2) показывают, что решение u2(x, t, α, β)
может рассматриваться как двухпараметрическая квадратичная деформация P2-бризера.
Если хотя бы один (или оба) из параметров α, β достаточно велик, то решение имеет общую
форму, соответствующую трем взаимодействующим волнам-убийцам. График абсолютной
величины этого решения имеет три резко выраженных максимума в пространстве-времени
(x, t), и высота максимумов близка к высоте перегриновского P1-бризера.

Эти два случая хорошо иллюстрируются графиками на рисунках 2 и 3. При промежу-
точных значениях параметров возможно слияние двух из этих максимумов в один максимум
большей высоты и тем самым возможно образование решения с двумя максимумами.

Рис. 2. Амплитуда решения ранга 2 (4.1) для α = 0 и β = 0 (слева) и для α = 0 и β = 3 (справа).
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Рис. 3. Амплитуда решения ранга 2 (4.1) для α = 6 и β = 0 (слева) и для α = 5 и β = 5 (справа).

Запись решения с помощью формул (4.1), (4.2) впервые была представлена в [21, 22, 24]5.
Она очень важна, так впервые показала что, в отличие от P1-бризера, открытого Пере-
грином, его высшие аналоги не изолированы, а составляют часть многопараметрического
семейства решений с очень интересными свойствами.

Формула (4.1), в частности, содержит бесконечное множество решений, полученных ма-
лыми вариациями параметров α, β в окрестности нуля. Эти решения по своим экстремаль-
ным свойствам оказываются сколь угодно близки к P2-бризеру, что создает дополнительные
возможности для гидродинамических и оптических экспериментов и показывает определен-
ный вид его устойчивости. Формула (4.1) также дает ясный ответ на вопрос, поставленный
работой Ахмедиева, Елеонского и Кулагина [25] почти 30 лет назад: каким образом погру-
зить P2-бризер в более широкое семейство квазирациональных решений уравнения НШ?

Решение u2(x, t, α, β) стремится к простой волне e2it, когда α2 + β2 стремится к беско-
нечности. Таким образом, простая волна, то есть решение ранга 0, может быть интерпре-
тировано как предел трехбризерного решения при α2 + β2 → ∞. Ниже мы покажем, что
поведение решений высших рангов при больших значениях параметров более разнообразно.

5. Решения ранга 2 уравнений, связанных с нелинейным
уравнением Шрёдингера

Для построения решений этих уравнений воспользуемся другой параметризацией. Вве-
дем новые обозначения

X = 2x+ 6ϕ3, T = 4t+ 8ϕ4,

ϕ1 = 0, ϕ2 =
√

2
8

(√
5 +

√
5 +

√
5 −

√
5
)
,

ϕ3 =
Y

96
, ϕ4 =

Z

192
+

√
2

48

(√
5 +

√
5 + 2

√
5 −

√
5
)

и функцию

u2(X,T, Y, Z) =
(

1 − 12
G(X,T, Y, Z) + iH(X,T, Y, Z)

Q(X,T, Y, Z)

)
e2it, (5.1)

5В [21, 24] параметры были определены слегка иначе. Они пропорциональны использованным
здесь с целью максимального сокращения длины формул.
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Рис. 4. Решение уравнения КП-I (0.2) для t = −1 (слева) и для t = 0 (справа).

Рис. 5. Решение уравнения КП-I (0.2) для t = 1 (слева) и для t = 2 (справа).

где

G(X,T, Y, Z) =(X2 + 3T 2 + 3)2 − 4T 4 + 2XY + 2TZ − 12,

H(X,T, Y, Z) =T (X2 + T 2 + 1)2 + 2XY T + Z(T 2 −X2 − 1) − 8T (X2 + 2),

Q(X,T, Y, Z) =(X2 + T 2 + 1)3 + Y 2 + 2XY (3T 2 −X2 + 3) + Z2 + 2TZ(T 2 − 3X2 + 9) +

+ 24T 4 − 24T 2X2 + 96T 2 + 24X2 + 8.

Отметим, что функция u2(X,T, 0, Z) является четной функцией относительно X,
а u2(X,T, Y, 0) — четной относительно T .

В новых обозначениях решением уравнения НШ (0.1) будет функция u2(2x, 4t, Y, Z),
а решение уравнения КП-I (0.2) имеет вид

v(x, y, t) = 2(|u2(2x− 6t, 4y,−96t, Z)|2 − 1). (5.2)

Графики решения (5.2) при Z = 0 в различные моменты времени t изображены на рисун-
ках 4 и 5. Динамика решения уравнения КП-I ранга 2 при Z = 0 описывается достаточно
простым образом: три пика прибегают из бесконечности в одну точку и затем разбегаются,
продолжая свое движение дальше.

Заметим, что функция

umkdv(x, y) = u2(2x− 12y, T,−96y, Z)
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удовлетворяет следующему за уравнением НШ интегрируемому уравнению из АКНС-иерар-
хии [26], иногда называемому модифицированным уравнением Кортевега – де Фриза (мКдФ)

uy + uxxx + 6|u|2ux = 0. (5.3)

Отметим, что обычное уравнение мКдФ не содержит знака модуля и у него рассматрива-
ются только вещественные решения. На рисунках 6 и 7 изображено решение umkdv(x, y) при
некоторых значениях параметров T и Z.

Легко видеть, что есть существенное различие в поведении квазирациональных реше-
ний уравнений (0.1) и (5.3). Решение ранга 2 уравнения (5.3), в отличие от аналогичного
решения уравнения НШ (0.1), не является локализованным на плоскости. Вернее, оно ло-
кализовано в окрестности прямой x− 2y = 0.

Кроме того, нетрудно проверить, что функция

ulpd(x, z) = u2(2x, T + 24z, Y, 192z)e6iz

является решением третьего уравнения из АКНС-иерархии

iuz + uxxxx + 8|u|2uxx + 2u2u∗xx + 6u2
xu

∗ + 4u|ux|2 + 6|u|4u = 0, (5.4)

которое иногда называют обобщенным нелинейным уравнением Шрёдингера [27–30] или
уравнением Лакшманана –Порсециана –Даниеля [31].

Рис. 6. Амплитуда решения уравнения (5.3) для T = 0 и Z = 0 (слева) и для T = 1 и Z = 0 (справа).

Рис. 7. Амплитуда решения уравнения (5.3) для T = 0 и Z = 5 (слева) и для T = 1 и Z = 5 (справа).
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Графики решения ulpd(x, z) уравнения (5.4) при различных значениях параметров изоб-
ражены на рисунках 8 и 9. Анализ этих графиков показывает, что за счет вхождения пере-
менной z во вторую фазу поведение решения уравнения (5.4) слабо отличается от соответ-
ствующего решения уравнения НШ (0.1).

Поскольку уравнения (0.1), (5.3), (5.4) инвариантны относительно сдвига по независи-
мым переменным, то функция

U2(x, t, y, z) = u2(2x− 12y, 4t + 24z,−96y, 192z)e6iz

является одновременно решением всех трех этих уравнений.
Комбинируя уравнение (0.1) и (5.3), получаем интегрируемое уравнение Хироты [31–34]

iut + uxx + 2|u|2u− iα(uxxx + 6|u|2ux) = 0, (5.5)

решение ранга 2 которого имеет вид

uhir(x, t) = u2(2x+ 12αt, T0 + 4t, Y0 + 96αt, Z).

Графики решения уравнения Хироты (5.5) при α = 0.1 и некоторых значениях начальных
фаз T0, Y0 и Z изображены на рисунках 10 и 11.

Рис. 8. Амплитуда решения уравнения (5.4) для T = 0 и Y = 0 (слева) и для T = 0 и Y = 10
(справа).

Рис. 9. Амплитуда решения уравнения (5.4) для T = 5 и Y = 0 (слева) и для T = 5 и Y = 50
(справа).
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Рис. 10. Амплитуда решения уравнения (5.5) для T0 = 0, Y0 = 0 и Z = 0 (слева) и для T0 = 0, Y0 = 5
и Z = 0 (справа).

Рис. 11. Амплитуда решения уравнения (5.5) для T0 = 5, Y0 = 0 и Z = 0 (слева) и для T0 = 0, Y0 = 0
и Z = 10 (справа).

Другим интегрируемым обобщением уравнения НШ является уравнение [30, 31]

iut + uxx + 2|u|2u− iα(uxxx + 6|u|2ux) +

+ γ(uxxxx + 6u2
xu

∗ + 4u|ux|2 + 8uxx|u|2 + 2u∗xxu
2 + 6u|u|4) = 0.

Нетрудно понять, что, поскольку оно представляет собой комбинацию уравнений (0.1), (5.3)
и (5.4), его решение ранга 2 имеет вид

ugnls = u2(2x+ 12αt, (4 + γ)t, 96αt, 192γt)e6iγt .

Графики этого решения мы не приводим, поскольку нет принципиальных отличий от гра-
фиков решений уравнений (0.1), (5.4) и (5.5).

6. Решения ранга 3

Фазовая параметризация (с помощью ϕj), описанная выше, трудна для нахождения
значений фаз, описывающих Pn-бризеры высшего ранга. Как это было сделано в разделе 4,
здесь мы вводим четыре новых существенных параметра α1, β1, α2, β2. Фазовые параметры
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мы выбираем следующим образом:

ϕ1 = 3ϕ3 − 5ϕ5,

ϕ2 = 2ϕ4 − 3ϕ6 +
sin(π/7)

4(1 − cos(π/7))
,

768ϕ3 = 26α1 − α2,

1920ϕ4 = −40β1 + β2 + 96(3 sin(π/7) + 8 sin(2π/7) + 2 sin(3π/7)),
3840ϕ5 = 10α1 − α2,

7680ϕ6 = −20β1 + β2 + 32(4 sin(π/7) + 14 sin(2π/7) + sin(3π/7)).

(6.1)

Подставляя эти формулы в выражение (1.7) для n = 3, мы нашли при помощи длинных
вычислений с использованием MAPLE следующую формулу для «волн-убийц» ранга 3:

u3(x, t, α1, β1, α2, β2) =

(
1 − 24

G3(2x, 4t) + iH3(2x, 4t)
Q3(2x, 4t)

)
e2it, (6.2)

в которой

G3(X,T ) = X10 + 15(T 2 + 1)X8 +
6∑

n=0

gn(T )Xn,

H3(X,T ) = TX10 + 5(T 3 − 3T + β1)X8 +
6∑

n=0

hn(T )Xn,

Q3(X,T ) = (1 +X2 + T 2)6 − 20α1X
9 − 60(2T 2 − β1T − 2)X8 + 4

7∑
n=0

qn(T )Xn,

где
g6 = 50T 4 − 60T 2 + 80β1T + 210,

g5 = 120α1T
2 − 18α2 + 300α1,

g4 = 70T 6 − 150T 4 + 200β1T
3 + 450T 2 + 30β2T − 450 + 150α2

1 − 50β2
1 ,

g3 = 400α1T
4 + (3000α1 − 60α2)T 2 − 800α1β1T − 600α1 − 60α2,

g2 = 45T 8 + 420T 6 + 6750T 4 − (6000β1 − 180β2)T 3 − (300α2
1 − 900β2

1 + 13500)T 2 +

+ (3600β1 + 180β2)T − 675 − 300α2
1 − 300β2

1 ,

g1 = 280α1T
6 + (150α2 − 2100α1)T 4 + 800α1β1T

3 − (3600α1 − 540α2)T 2 +

+ (120β2α1 + 1200α1β1 − 120α2β1)T − 200α1β
2
1 − 900α1 − 90α2 − 200α3

1,

g0 = 11T 10 + 495T 8 − 120β1T
7 + 2190T 6 − (42β2 + 1200β1)T 5 +

+ (350α2
1 + 150β2

1 − 7650)T 4 + (6600β1 − 420β2)T 3 −
− (2100β2

1 + 2025 − 120β2β1 − 120α2α1 + 900α2
1)T 2 + (200α2

1β1 + 200β3
1 − 90β2)T +

+ 675 + 150α2
1 + 6α2

2 + 150β2
1 + 6β2

2 ,

h6 = 10T 5 − 140T 3 + 40β1T
2 − 150T + 60β1 − 5β2,

h5 = 40α1T
3 + (60α1 − 18α2)T + 40α1β1,

h4 = 10T 7 − 210T 5 + 50β1T
4 − 450T 3 + 15β2T

2 − (50β2
1 + 1350 − 150α2

1)T +

+ 150β1 − 15β2,
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h3 = 80α1T
5 + (1000α1 − 20α2)T 3 − 400α1β1T

2 − (1800α1 − 60α2)T +

+ 200α1β1 + 20β2α1 − 20α2β1,

h2 = 5T 9 − 60T 7 + 1710T 5 + (45β2 − 2100β1)T 4 + (300β2
1 − 6300 − 100α2

1)T 3 +

+ (1800β1 − 90β2)T 2 + (4725 + 300α2
1 + 300β2

1 )T − 135β2 − 100β3
1 −

− 100α2
1β1 − 900β1,

h1 = 40α1T
7 + (30α2 − 1140α1)T 5 + 200α1β1T

4 − (2400α1 − 60α2)T 3 +

+ (60β2α1 − 60α2β1 + 600α1β1)T 2 − (900α1 + 450α2 + 200α3
1 + 200α1β

2
1)T +

+ 60α2β1 − 60β2α1,

h0 = T 11 + 25T 9 − 15β1T
8 − 870T 7 + (40β1 − 7β2)T 6 + (70α2

1 − 9630 + 30β2
1)T 5 +

+ (5850β1 − 75β2)T 4 + (40β2β1 + 40α2α1 − 2475 − 900α2
1 − 1300β2

1 )T 3 +

+ (100α2
1β1 + 495β2 + 100β3

1 )T 2 + (6α2
2 + 4725 − 240α2α1 − 240β2β1 +

+ 750β2
1 + 6β2

2 + 750α2
1)T − 20α2

1β2 − 675β1 − 45β2 − 100α2
1β1 − 100β3

1 +

+ 40α2α1β1 + 20β2
1β2,

q7 = 3α2 − 30α1,

q6 = −60T 4 + 40β1T
3 + 120T 2 − (15β2 − 60β1)T + 35β2

1 + 15α2
1 + 580,

q5 = 30α1T
4 − (27α2 − 90α1)T 2 + 120α1β1T − 27α2 + 540α1,

q4 = 30β1T
5 − 360T 4 + (15β2 + 600β1)T 3 + (3360 + 225α2

1 − 75β2
1 )T 2 +

+ (135β2 − 1350β1)T + 225β2
1 − 30α2α1 + 525α2

1 − 30β2β1 + 840,

q3 = 40α1T
6 + (1950α1 − 15α2)T 4 − 400α1β1T

3 + (90α2 + 4500α1)T 2 +

+ (60β2α1 − 1800α1β1 − 60α2β1)T − 450α1 + 100α3
1 + 100α1β

2
1 − 135α2,

q2 = 60T 8 + 3360T 6 − (1620β1 − 27β2)T 5 + (225β2
1 − 75α2

1 + 19560)T 4 −
− (16200β1 − 270β2)T 3 + (450α2

1 − 9120 + 4050β2
1 )T 2 +

+ (675β2 + 2700β1 − 300β3
1 − 300α2

1β1)T + 3036 + 9α2
2 − 180α2α1 +

+ 225β2
1 + 225α2

1 + 9β2
2 − 180β2β1,

q1 = 15α1T
8 + (15α2 − 90α1)T 6 + 120α1β1T

5 + (405α2 − 5400α1)T 4 +

+ (3000α1β1 − 60α2β1 + 60β2α1)T 3 + (1485α2 − 300α1β
2
1 − 1350α1 − 300α3

1)T 2 +

+ (540β2α1 − 540α2β1)T + 300α3
1 − 120α1β1β2 − 60α2α

2
1 + 135α2 + 60α2β

2
1 +

+ 300α1β
2
1 + 2025α1,

q0 = 30T 10 − 5β1T
9 + 930T 8 − (240β1 + 3β2)T 7 + (15β2

1 + 3820 + 35α2
1)T 6 +

+ (1710β1 − 153β2)T 5 + (30β2β1 + 30α2α1 − 975β2
1 + 35940 − 75α2

1)T 4 +

+ (100β3
1 + 100α2

1β1 + 135β2 − 23400β1)T 3 +

+ (9β2
2 + 23286 + 9α2

2 − 360β2β1 − 360α2α1 + 4725α2
1 + 8325β2

1 )T 2 +

+ (120α2α1β1 − 60α2
1β2 − 1500α2

1β1 + 60β2
1β2 − 7425β1 − 675β2 − 1500β3

1 )T +

+ 506 + 9β2
2 + 100β4

1 + 675α2
1 + 100α4

1 + 9α2
2 + 90β2β1 + 200α2

1β
2
1 +

+ 675β2
1 + 90α2α1.
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Параметры αj , βj выражаются через фазовые параметры ϕj следующим образом:

α1 = 48(ϕ3 − 5ϕ5),

α2 = 480(ϕ3 − 13ϕ5),

β1 = 96(4ϕ6 − ϕ4) + 8(sin(π/7) + 2 sin(2π/7) + sin(3π/7)),

β2 = 1920(8ϕ6 − ϕ4) + 32(sin(π/7) − 4 sin(2π/7) + 4 sin(3π/7)).

Основное удобство новой параметризации состоит в том, что P3-бризер описывается
формулой

P3(x, t) = u3(x, t, 0, 0, 0, 0),

то есть мы получаем его, просто полагая α1 = β1 = α2 = β2 = 0. Максимум абсолютной
величины при этом достигается в точке x = 0, t = 0: |P3(0, 0)| = 7. Отметим, что выбор
параметров ϕj , соответствующий P3-бризеру, выглядит намного сложнее:

ϕ1 = ϕ3 = ϕ5 = 0,
ϕ4 = (3 sin(π/7) + 8 sin(2π/7) + 2 sin(3π/7))/20,
ϕ6 = (4 sin(π/7) + 14 sin(2π/7) + sin(3π/7)/240,

ϕ2 = 2ϕ4 − 3ϕ6 +
sin(π/7)

4(1 − cos(π/7))
.

Формулы, аналогичные вышеприведенным, но значительно более громоздкие, были по-
лучены в работе [22] для решений ранга 4. В этой работе также имеется доступ к филь-
мам, содержащим визуализации эволюций решений ранга 3 уравнения КП-I (0.2), показы-
вающих, как экстремальные «волны-убийцы» могут возникать в результате столкновения
нескольких простых «волн-убийц».

Одно из преимуществ (α, β)-параметризации решений состоит в возможности легко
исследовать их асимптотику при больших значениях любого из параметров, предполагая,
что x и t ограничены.

• Если α2 и β2 ограничены, то u3(x, t, α1, β1, α2, β2) → e2it при α2
1 + β2

1 → ∞.
• Если α1 и β1 ограничены, то u3(x, t, α1, β1, α2, β2) → P1(x, t) при α2

2 + β2
2 → ∞.

• Если α1, β1, α2, β2 стремятся к бесконечности так, что β1 ∼ bα1, α2 ∼ cαr
1, β2 ∼ dαr

1,
то предельные значения ũ3(x, t) решения u3(x, t, α1, β1, α2, β2) в зависимости от r опи-
сываются следующими соотношениями:

ũ3(x, t)|r<2 = e2it, ũ3(x, t)|r>2 = u1(x, t), ũ3(x, t)|r=2 = u1(x− x1, t− t1),

где x1 и t1 определяются равенствами

x1 =
10(1 − b2)c+ 20bd

3(c2 + d2)
, t1 =

10(1 − b2)d− 20bc
3(c2 + d2)

.

Таким образом установлено, что u3 содержит решения рангов 0 и 1, как соответствующие
асимптотики при больших значениях правильно выбранных параметров.

Графики решений u3(x, t, α1, β1, α2, β2) при некоторых характерных выборах парамет-
ров показаны на рисунках 12 и 13.
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Рис. 12. Амплитуда решения ранга 3 (6.2) для α1 = β1 = α2 = β2 = 0 (слева) и для α1 = β1 = 0
и α2 = β2 = 10 (справа).

Рис. 13. Амплитуда решения ранга 3 (6.2) для α1 = α2 = 10 и β1 = β2 = 0 (слева) и для α1 = β1 =
= α2 = β2 = 10 (справа).

В заключение данного раздела отметим, что для квазирациональных решений ранга 3
можно ввести параметризацию, аналогичную параметризации раздела 5, позволяющую лег-
ко получать квазирациональные решения уравнений (5.3), (5.4), (5.5), а также двух следу-
ющих уравнений из АКНС-иерархии и их различных линейных комбинаций.

7. Некоторые свойства Pn-бризеров

Предполагая, что центральный максимум Pn-бризера ранга n совпадает с точкой
(X,T ) = (0, 0) и что B = 1, Qn(x, t) > 0, а также что начальное значение Pn(X, 0) ве-
щественно, можно утверждать, что Pn-бризер имеет следующую структуру:

Pn(x, t) =
(

1 − 2n(n+ 1)
Gn(X,T ) + iHn(X,T )

Qn(X,T )

)
eiT/2,

где

Qn ∼ (X2 + T 2)n(n+1)/2, Hn ∼ T (X2 + T 2)n(n+1)/2−1, X2 + T 2 → ∞,

degQn(X,T ) = n(n+ 1), degGn = n(n+ 1) − 2,
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Hn := TLn(X,T ), degLn = n(n+ 1) − 2,

Qn(0, 0) = 12n32(n−1)52(n−2) . . . (2n− 1)2 > 0.

Отметим, что все полиномы Pn, Qn, Ln являются четными функциями по X и T :

Qn(X,T ) = Qn(−X,T ) = Qn(X,−T ),

Gn(X,T ) = Gn(−X,T ) = Gn(X,−T ),

Ln(X,T ) = Ln(−X,T ) = Ln(X,−T ).

Абсолютный максимум функции |Pn(X,T )| равен |Pn(0, 0)| = 2n + 1. Он всегда окру-
жен n(n+ 1)− 2 значительно меньшими локальными максимумами. Соответственно, общее
число Nmax локальных максимумов |Pn(X,T )| дается формулой Nmax = n(n+1)−1, а число
локальных минимумов Nmin всегда неизменно, Nmin = n(n + 1), и сохраняется для квази-
рациональных решений ранга n общего положения.

Величины Qn(0, 0) и Gn(0, 0) описываются следующими простыми формулами:

Qn+1(0, 0)
Qn(0, 0)

= 1232 · · · (2n + 1)2 = 22(n+1)

π Γ2

(
n+ 3

2

)
= [(2n + 1)!!]2 ,

Q2n(0, 0) = −(2n + 1)G2n(0, 0), Q2n−1(0, 0) = (2n− 1)G2n−1(0, 0),
G2n−1(0, 0) > 0, G2n(0, 0) < 0, ∀n � 1.

Из этих формул следует, что

Pn(0, 0) = (−1)n(2n + 1), n � 1.

Общего вида квазирациональные решения ранга n могут, как было показано в рабо-
тах [22, 24, 35], описываться полиномиальными (по параметрам αj и βj) деформациями
полиномов Qn, Hn и Gn. При этом, как хорошо видно из приведенных примеров, парамет-
ризацию можно выбрать так, что Pn-бризер соответствует приравниванию всех параметров
нулю. Кроме того, фазы ϕj оказываются линейными комбинациями новых вещественных
параметров αj и βj , j = 1, . . . , (n− 1), таким образом, что Qn(0, 0), Gn(0, 0), Hn(0, 0) стано-
вятся полиномами степени � (2n−2) по отношению к αj и βj . Деформированные полиномы

Qn(x, t, α1, . . . , βn−1), Hn(x, t, α1, . . . , βn−1), Gn(x, t, α1, . . . , βn−1)

при конечных значениях параметров αj и βj всегда имеют тот же старший член асимп-
тотики (когда X2 + T 2 → ∞), что и при их нулевых значениях. Иными словами, стар-
ший член асимптотики Pn-бризера и общего квазирационального решения ранга n, вырож-
дающегося в Pn-бризер при нулевых значениях параметров, совпадают. Иными словами,
при X2 + T 2 → ∞ имеет место асимптотика:

un =
(

1 − 2n(n+ 1)
1 + iT

X2 + T 2
+ . . .

)
eiT/2.

Следует отметить, что часть формул, упомянутых в этом разделе, подтверждена лишь
для рангов n � 10, хотя их справедливость в общем случае не вызывает сомнения.
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Заключительные замечания

Поскольку квазирациональные решения могут быть получены вырождением конечно-
зонных (или алгебро-геометрических) решений, то свойства квазирациональных решений
тесно связаны со свойствами соответствующих конечнозонных решений. Из того, что ре-
шение un зависит от 2n независимых фаз, следует, что соответствующее конечнозонное
решение является 2n-фазным и спектральная кривая соответствующего алгебро-геометри-
ческого решения ũn имеет род g = 2n. Из формул для решения un следует, что оно имеет
n(n + 1)/2 простых полюсов в верхней полуплоскости и столько же — в нижней. Поэтому
если соответствующее конечнозонное решение является эллиптическим, как в работе [36],
то спектральная кривая n(n+1)-листно накрывает эллиптическую. Отсюда получается, что
квазирациональному решению ранга n = 2 соответствует четырехзонное эллиптическое ре-
шение, построенное по 6-листному накрытию тора, а решению ранга n = 3 — конечнозонное
эллиптическое решение, построенное по 12-листному накрытию рода g = 6.

Отметим также, что спектральная кривая

w2 =
2n+1∏
j=1

(E − Ej) = E2n+1 +
2n∑
j=0

cjE
2n−j, cj ∈ R, (7.1)

ассоциированная с n-зонным потенциалом Ламе, является n(n + 1)/2-листным накрыти-
ем тора, а соответствующее конечнозонное эллиптическое решение уравнения Кортевега –
де Фриза имеет n(n + 1)/2 полюсов второго порядка [37]. Построим по кривой (7.1) спек-
тральную кривую

w2 =
2n+1∏
j=1

((λ− λ0)2 + κ0 − Ej), (7.2)

ассоциированную с 2n-зонным решением уравнения НШ (0.1). Здесь λ0, κ0 ∈ R — произ-
вольные постоянные, κ0 > max(ReEj).

Нетрудно убедиться, что кривая (7.2) является n(n+1)-листным накрытием тора, и по
ней можно построить эллиптическое решение уравнения НШ с n(n + 1) простыми полю-
сами. Таким образом, кривая (7.2) удовлетворяет перечисленным выше предположениям
на кривую, ассоциированную с решением ũn. Нам кажется, что это не случайно, и вполне
возможно, что вырождением эллиптического 2n-зонного решения, построенного по кри-
вой (7.2), можно получить квазирациональное решение ранга n. Заметим, что для n = 1
это утверждение является верным [36]. Соответственно, по-видимому, из трехфазного реше-
ния уравнения НШ [38] невозможно получить гладкие квазирациональные решения в виде
Pn-бризеров. Однако хочется отметить, что данное трехфазное решение само по себе пред-
ставляет достаточно большой интерес и может быть использовано, помимо прочего, и для
построения довольно нетривиальных решений уравнения Хироты (5.5).
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