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О некоторых свойствах отображения exp(iz)

И.В.Матюшкин

Изучены свойства отображения eiz. Доказано, что отображение имеет одно устойчивое
и бесконечное число неустойчивых положений равновесия, существует бесконечное число
отталкивающих 2-периодических циклов. Средствами MATLAB эвристически показано от-
сутствие блуждающих точек. Дано определение точек спиральности. Как и для других
гиперболических изображений, визуализируются букеты Кантора для множеств Жюлиа
и Мандельброта.

Ключевые слова: голоморфная динамика, фрактал, букет Кантора, гиперболическое
отображение

После открытия в конце XIX века Анри Пуанкаре проблематики качественного анализа
динамических систем и серии работ начала XX века Пьера Фату и Гастона Жюлиа по голо-
морфным функциям [1] на комплексной плоскости была установлена их связь с топологи-
чески фрактальными множествами. Бенуа Мандельброт в знаменитой работе [2] 1977 года
c помощью компьютера визуализировал множество, теперь названное в его честь, то есть
множество таких точек λ ∈ C, для которых итерационная последовательность z → f(z) =
= z2 +λ, f : C → C является ограниченной при стартовой точке z = 0. Затем в конце 1990-х
активно исследовались [3–8] другие целые и мероморфные функции: поворота на рацио-
нальный угол z → eiπp/qz, полиномиальные, дробно-линейные (весьма интересные результа-

ты, в частности, получены для структуры множества Жюлиа для z → z2+ λ
z2

и для z → zn+

+ λ
zn , n � 2) и гиперболические вида λez, λe

z − 1
z , λ sin(z), λ cos(z), λ sh z

z . Известно, что
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множества Жюлиа J для рациональных целых и трансцендентных (в частности, гиперболи-
ческих) целых функций обладают принципиально различной структурой [9, 10]. Для гипер-
болических функций множество Жюлиа, которое в силу доказанной теоремы [16] совпадает
с границей точек убегания (I =

{
z : f (n)(z) → ∞, n→ ∞} — escaping set, J = ∂I), имеет

морфологию нескольких так называемых букетов Кантора (Cantor’s bouquet). Во многом
это связано с тем, что для гиперболических функций отображение не является сжимающим
и зачастую имеет свойства взрывного роста [8]. Сейчас исследования по данной тематике
выросли до уровня отдельных конференций [11], диссертаций [9, 12] и фундаментальных
теорем (теорема и класс Еременко –Любича, 1987) [13, 14].

К этому классу принадлежит и отображение eiz, изучение свойств которого составля-
ет предмет данной статьи. Как нетрудно видеть из замены z ↔ iz ≡ eiπ/2z, с точностью
до поворота на 90◦ наше отображение является частным случаем zn+1 = fλ(zn) = λez,
λ ≡ i. При изучении свойств этого отображения мы использовали пакет MATLAB. Новиз-
на работы состоит в том, что прежние конкретные результаты по λez обычно получались
для λ ∈ R [15], вследствие чего рассматривались множества Жюлиа, но не множество
Мандельброта; если же считали λ ∈ C, то формулировались слишком общие утверждения.
Заключительная часть статьи посвящена множеству Мандельброта для семейства отобра-
жений zn+1 = fλ(zn) = λeiz, λ ∈ C. Множества Жюлиа и Мандельброта характеризуют
одно и то же отображение с близких точек зрения (в одном случае параметром высту-
пает стартовая точка, в другом — ее сдвиг от нуля, приводящий к появлению параметра
в функции перехода), что подтверждается общностью их топологических элементов.

Напомним несколько определений. Целой функцией называется голоморфная функ-

ция, определенная на всей комплексной плоскости, то есть
{
f ∈Ent

∣∣∣∣f(z)=
∞∑
n=0

anz
n, z∈C

}
.

Согласно теореме Пикара, любая целая функция, не равная константе, принимает все зна-
чения (V al [f ] = C), кроме, быть может, одного. Функция eiz удовлетворяет теореме Пикара,

и V al
[
eiz
]
=C\{0}. Порядком целой функции называют число ρ≡ lim

r→∞sup
ln(ln ‖f(z)‖∞,|z|<r)

ln r
.

На бесконечности функция eiz имеет порядок 1. Обозначим множество точек сингулярно-
сти отображения как Sing

(
f−1
)
. Классом Шпайзера называют множество целых функций

с конечным числом сингулярностей
{
f ∈ S ⊂ Ent :

∣∣Sing (f−1
)∣∣ <∞}. Этому классу, на-

пример, принадлежит двухпараметрическое семейство {aez + be−z}(a,b)∈C2 , а значит, и наша
функция.

Обобщая определение заполняющего множества Жюлиа для рациональных отображе-
ний, можно записать J [f ] в терминах орбит и их неустойчивостей, если ввести абстрактную
функцию «судьбы» fin:

orbf (z) ≡ 〈z0, z1, . . . , zn, . . .〉 : (z0 = z) ∧ (∀n ∈ N zn+1 = f (zn)),

f in : {orbf (z)} → N ∪ {∞},
J [f ] = {z ∈ J |(∀ ε > 0) (∃z1, z2 ∈ Uε(z)) (fin (orbf (z1) �= fin (orbf (z2))))} .

(1)

Формальное определение множества Жюлиа отсылает к нормальному семейству в смыс-
ле Монтеля [1]. Качественное определение множества, отраженное в (1), дано в книге Мил-
нора [1]: «точка принадлежит множеству Жюлиа тогда и только тогда, когда динамика
в окрестности этой точки демонстрирует чувствительную зависимость от изменений на-
чальных данных, то есть близкие начальные данные порождают совсем другой характер
поведения траектории после большого (а иногда и не очень большого) числа итераций».
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В частности, траектории могут уходить в бесконечность и порождать множество точек
убегания Jesc[f ] ⊂ J [f ], Jesc[f ] ≡ {z∣∣ |fn(z)|n→∞ → ∞} =

{
z
∣∣fin (orbf (z)) = ∞} или пред-

ставлять собой отталкивающие p-периодические циклы (тогда удобно для последующей
раскраски изображения на компьютере положить fin(·) =

∑
k<p

Nk + s, 1 � s � Np, где Nk —

общее число циклов периода k, или более грубо: fin(·) = p). Согласно [5], для экспоненци-
альных отображений справедливо эквивалентное определение J как замыкания множества
точек, орбиты которых уходят в бесконечность. Данное определение удобно для компью-
терного исследования, им и будем пользоваться.

Притягивающие периодические циклы и аттракторы характерны для точек множества
Фату. Другим примером удобства введения функции «судьбы» могут служить блуждающие
точки, то есть точки, в которые орбита не возвращается — Wand = {z |∃ ε > 0 ∃Uε(z)
∃n0∀n > n0 fn (Uε) ∩ Uε = ∅}. Переформулируем данное определение, быть может с не-
большой потерей строгости: Wand = {z |fin (orbf (z)) = 0}, fin : (∃ ε > 0∃n ∈ N ∀m > n
(zm ∈ orbf (z) ⇒ |zm − z| > ε)) �→ 0. Д.Салливан в 1985 году доказал [17] теорему о том, что
рациональные отображения не могут иметь блуждающего домена; для трансцендентных
отображений известны контрпримеры.

Итерированные отображения из класса Шпайзера изучались довольно подробно; бы-
ло показано, что множество Фату (комплементарное, как известно, множеству Жюлиа) не
имеет домена Бейкера. Салливаном [17] были доказаны два результата для fλ = λez: 1) ес-
ли существует аттрактор, то орбита точки 0 стремится к нему, 2) если орбита нуля уходит
в бесконечность, то множеством Жюлиа является вся комплексная плоскость. При λ > 1/e
орбита нуля уходит в бесконечность. При Imλ = 0, 0 < Reλ < 1/e доказано, что множество
Жюлиа состоит из букетов Кантора. По одному из определений, букет Кантора гомеомор-
фен декартову произведению пыли (множества) Кантора на луч [0;∞). Другое определение
восходит к работам Аарта и Оверштегена [18] и конструкции, которая в англоязычной ли-
тературе называется «straight brush».

Нетрудно видеть, что отображение eiz не имеет критических точек (df/dz �= 0, одна-
ко нуль может быть принят за таковую), что оно хорошо «перемешивает» вещественную
и мнимую части, что в силу многолистности обратного отображения его множества Жюлиа
и Фату периодичны и достаточно рассмотреть вертикальную полосу −π � Re z � π. Для
большей наглядности запишем итерации в вещественной форме, приняв z = Aeiϕ = x+ iy:{

ϕn+1 = (An cosϕn) mod (2π),

An+1 = exp (−An sinϕn),
⇔
{
xn+1 = e−yn cos xn,

yn+1 = e−yn sinxn.
(2)

Из анализа (2) легко понять, что, как бы далеко ни убежала точка по амплитуде An,
для нее существует шанс вернуться к конечным значениям An+1, если угол ϕn достаточно
мал.

Утверждение 1. Отображение g(z) = exp(iz) имеет по крайней мере одну устой-
чивую неподвижную точку, а именно: z∗ = 0.576412723031435 + 0.374699020737117i
(|z∗| ≈ 0.687).

Доказательство. Это легко проверяется численно, а притягивающий характер следует
из |g′ (z∗)| = |exp (iz∗)| = |z∗| < 0.7 < 1.

Утверждение 2. Отображение g(z) = exp(iz) имеет бесконечно много неустойчи-
вых неподвижных точек.
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Доказательство носит конструктивный характер. При анализе (2) возникает идея по-
добрать по бесконечно большой амплитуде A бесконечно малый угол ϕ, чтобы выполнялись
оба соотношения (2). При переходе к бесконечно малым естественно заменить экспоненту
и косинус первыми членами их разложения по Тейлору. Будем искать решение в виде (3):⎧⎨⎩

A(r) = r + ε(r),

ϕ(r) = − ln r + δ(r)
r ,

r ≡ 2πN, N → +∞, ε(r) = o(ln r), δ(r) = o(ln r). (3)

Мы вполне достигнем цели, если для каждого параметра N , достаточно большого,
выпишем явно решения приближенной системы (4):{

ϕ(N) = A(N)
(
1 − 1/2ϕ(N)2

)− 2πN,

lnA(N) = −A(N)ϕ(N).
(4)

Покажем промежуточный результат подстановки:

ln(r + ε) = ln r + δ
r (r + ε), − ln r + δ

r = (r + ε)

(
1 − 1

2
(ln r + δ)2

r2

)
− r.

В результате получим семейство асимптотических решений:

ε(N) =
ln2(2πN)

4πN
, δ(N) = 1

2

(
ln(2πN)

2πN

)2

. (5)

Неустойчивость неподвижных точек следует из |z| = A(N) � 1.

Утверждение 3. Отображение g(z) = exp(iz) имеет бесконечное число 2-периоди-
ческих циклов, каждый из которых является отталкивающим.

Доказательство. Система для нахождения циклов периода 2 имеет вид{
x = e− exp(−y)·sinx cos(e−y cos x),

y = e− exp(−y)·sinx sin(e−y cos x).
(6)

Эта система решалась численно (рис. 1), причем рисунок 1b иллюстрирует бесконеч-
ность числа решений и показывает, что 2-периодические циклы следует искать только
для x → −0, y → −∞. Как и при доказательстве предыдущего утверждения, сделаем
частное предположение о координатах точки орбиты цикла, а именно:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

e−y ≡ −π2 + 2πN + δ(N),

x ≡ − ln |y|
e−y

(1 + ε(N)),
ε = o(1), δ = o(1). (7)

Систему (7) можно трактовать как замену переменных. Подобрав такие функции
(ε(N), δ(N)) (по крайней мере ограниченные функции или даже стремящиеся к нулю), что-
бы при N → ∞ выполнялось (7), то докажем утверждение. Заметим, что частный вид (7)
связан с идеей, что в (6) большое значение экспоненты будет «гаситься» тригонометри-
ческими функциями. Пренебрегая членами третьего порядка, будем иметь −e−y sinx =
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Рис. 1. Графическое решение системы (6) для нахождения 2-периодических циклов. Z1 — урав-
нение для действительной части, Z2 — для мнимой. A, B, C, D — некоторые точки пересечения
кривых Z1 и Z2. (a) Общий вид; (b) в асимптотике x→ −0, y → −∞.

= (1 + ε) ln |y|, |y| = O(lnN). Второе уравнение (6) примет вид

−|y| ≈ |y| exp(ε ln |y|) sin

⎛⎜⎝(−π2 + 2πN + δ

)⎛⎜⎝1 − 1
2

⎛⎜⎝ (1 + ε) ln |y|
− π

2
+ 2πN + δ

⎞⎟⎠
2⎞⎟⎠
⎞⎟⎠. (8)

Логарифмируя (8) и учитывая формулы приведения, получим

ε(N) = 1
2 ln |y|

(
δ − (1 + ε)2 ln2 |y|

π(4N − 1)

)2

≡ τ2

2 ln |y| � 0. (9)

Первое уравнение (6), ограничиваясь членами первого или второго порядка, приобретет
вид

− (1 + ε) ln |y|
exp(−y) · exp(ε ln |y|) = |y| · sin

(
δ − (1 + ε)2 ln2 |y|

π(4N − 1)

)
. (10)

Считая по умолчанию, что ε ln |y| → 0 ⇔ ε = o
(

1
ln lnN

)
, получим асимптотические

выражения для τ , ε, δ

τ = 1
π
(
2N − 1/2

)
ln
(
π
(
2N − 1/2

)) ∼ 1
N lnN

, δ = 1
2

ln2
(
π
(
2N − 1/2

))
π
(
2N − 1/2

) ∼ ln2N
N

� τ,

ε = 1
π2
(
2N − 1/2

)2 ln2
(
π
(
2N − 1/2

))
ln
(
ln
(
π
(
2N − 1/2

))) ∼ 1
N2 lnN

1
ln lnN

.

(11)

Поскольку |g′(z)| = |e−y| � 1, то отсюда следует и вторая часть утверждения.
Перечислим несколько первых 2-периодических циклов (рис. 1):

(A) − 2.7664 − 1.0896i, (B) 0.5764 + 0.3746i,

(C) − 0.0932 − 1.5416i, (D) − 0.0606 − 2.8501i.
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Отталкивающий характер циклов демонстрирует рисунок 2b, где для точки в окрест-
ности С на протяжении четырех циклов происходит резкое накопление отклонения и затем
довольно быстрое, не более чем за 10 итераций, движение к единственной притягиваю-
щей точке. Примечательно, что здесь путь к аттрактору, как и для многих других точек
(но не всех), лежит через окрестность нуля, то есть формальная неподвижная точка z∗

лишь «маскирует» действительный аттрактор z = 0 (см. цитированный выше результат
Салливана).

–1.5413

–1.5414

–1.5415

–1.5416

–1.5417

–0.0935 –0.0933 –0.0931

2

1.6

1.2

0.8

0.4

0

8

6

4

2

0
0 5 10 15 20 25

n

Y

X

М
о
д

у
л
ь

(
)

Z
n

Точка С: Z ~ ·i–0.093168 – 1.54160
Z ·i(0) = –0.093159 – 1.5417 Точка С

(a) (b)

Рис. 2. (а) Области в окрестности точки С. Показаны функция Z1(x, y) + Z2(x, y) в следующей
цветовой гамме: 0 (синий цветa) — если ее модуль меньше ε = 10−3, 1 (черный цвет) — если только
одна из функций Z1 и Z2 больше ε по модулю, 2 (белый цвет) — если каждая из функций Z1
и Z2 больше ε. Шаг по координатам равен 10−5. (b) Поведение орбиты точки вблизи точки С,
показывающее отталкивающий характер цикла.

Что касается p-периодических циклов (p > 2), то для целых функций известна теорема,
гарантирующая их существование и отталкивающий характер [16]. Экспериментальное их
нахождение для exp(iz) крайне затруднительно!

При построении множества Жюлиа на рисунке 3 для лучшей визуализации мы учли
скорость сходимости к z∗∨∞. Удобно изучать букеты Кантора, заканчивающиеся на прямой
Re z = −π

2 . На рисунке 3b представлена нижняя часть множества Жюлиа с более сложной
структурой. Особенности интерполяции данных в MATLAB могут привести к фантомам
визуализации, например, криволинейным ромбам (рис. 3b, c), которых на самом деле нет.

На рисунке 4 при построении множеств Жюлиа и Фату использовалась иная расцветка
функции «судьбы», при этом наблюдается четкая топологическая граница точек, орбиты
которых проходят через нуль

Fnull = {z0 = z |(∃n ∈ N, ∃zn ∈ orbg(z)) (|zn| < ε )}, ε = 10−5, (12)

или не проходят через него. В первом случае сходимость достигается за 4 хода, а во вто-
ром — более чем за 20 ходов. Функция «судьбы» (рис. 3, 4) исчислялась как fin(z) =
= N ⇔ minN : |zN − zN−1| � ε, zN , zN−1 ∈ orbg(z), и не использовала отсылку к аттракто-
ру в виде |zN − z∗| < ε. Компьютерное исследование также не показало точек, чьи орбиты
хаотичны, то есть ∞-периодичны.

aДля читателя печатной версии: здесь и далее полноцветные версии рисунков см. в эл. версии
статьи — http://nd.ics.org.ru/nd1601001/
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Рис. 3. Множество Жюлиа для g(z) = exp(iz), полученное в MATLAB при глубине расчета 250 ша-
гов и уровне отсечки Inf = 10309. (a) Общий вид, верхняя часть; (b) общий вид, нижняя часть —
в красном прямоугольнике фантомный участок, вынесенный в масштабе; (c) фрагмент. Цветовая
легенда означает число итераций до достижения аттрактора (с точностью ε = 10−5 по модулю z)
или до достижения бесконечности (первое значение Inf).
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с 10−5 до 10−2 область этого компонента расширяется незначительно, сохраняя морфологию.

Таблица 1. Цветовая карта для рисунка 4

Значение
функции

«судьбы» fin
Описание Цвет

−12 . . .0 Количество ходов до достижения z = Inf
(берется со знаком минус)

Градиент серого (от черного)

0 . . . 15 Количество ходов до достижения функ-
цией нуля (с точностью ε), если он до-
стигается (множество Fnull). В большин-
стве случаев это 3–6 ходов. Для нахож-
дения количества ходов до сходимости
к этому числу следует прибавить 27

Желтый

15 . . .45 Количество ходов до достижения z∗ Градиент синего (более светлые тона
отвечают более быстрой сходимости)

Утверждение 4. Отображение g(z) = exp(iz) не имеет блуждающих точек.

Компьютерный эксперимент показывает, что все точки уходят либо в бесконечность,
либо в единственный аттрактор, в частности, проходя в окрестности нуля. Разумеется, это
никоим образом не подменяет общепринятого доказательства.

Заметим, что все орбиты, проходящие через нуль, перед этим испытывали всплеск мо-
дуля z. Автор не исключает того, что некоторые точки во внутренней области множества
Жюлиа (например, при −2 � x � −1, −9 � y � −8), отмеченной черным цветом на рисун-
ке 3b, в действительности сходятся к нулю. Например, если в компьютере (MATLAB) z20
выражается большим числом Inf, то дальнейший расчет вести бессмысленно (если, одна-
ко, не прибегать к символьным вычислениям), и fin присваивается значение ∞; при этом,
как уже указывалось, отображение хорошо «перемешивает» реальную и мнимую части,
и поэтому не исключается тот вариант, когда при продолжении расчета было бы ∃N > 20:
|zN | ∼ 1∞ (e−∞). Также обращает на себя внимание внешнее подобие внутренних частей
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множества Жюлиа тем «языкам» (рис. 4), которые образуют точки с орбитой, проходящей
через нуль. С другой стороны, эти «языки» Fnull(ε) носят относительный характер, завися,
хотя и слабо, от уровня отсечки ε (по умолчанию 10−5).

Путь 0 ⇒ z∗ занимает 27 итераций, примерно за 10 итераций орбита попадает в окрест-
ность аттрактора. Однако затем сходимость замедляется, что частично связано со значе-
нием мультипликатора ∼ 0.68; при дистанции от аттрактора 2ε сходимость достигается
за 3 ÷ 6 итераций, а при дистанции 40ε — за 6 ÷ 12 итераций.

Введенная нами функция «судьбы» позволила лучше рассмотреть (рис. 3а) множество
Фату (и далее — множество Мандельброта), в котором по критерию минимизации итераций
до достижения аттрактора выделяется ряд небольших областей (назовем их «светлячки»),
имеющий закономерности в расположении (рис. 5). Их следует различать от концевых то-
чек (end-points) для волосков букета Кантора, поскольку они лежат на некотором отдале-
нии. Однако очевидно, что: а) они выделяются как начало последовательности, уходящей
вглубь (рис. 3d) каждого цветка, или, выражаясь более точно, каждого компонента связ-
ности множества Фату, б) они вместе образуют сходящуюся последовательность, ведущую
вглубь к внутренности множества Жюлиа (рис. 3a и рис. 5). Некоторые гипотезы о ви-
де кривой-интерполянта можно сделать из рисунка 5, где перечислены координаты семи
«светлячков». Осложняет интерполяцию дискретность значений функции.

Для определения множества Мандельброта сделаем формальную замену z ↔ z + z0,
но только для правой части итерационного правила z → g(z), и тогда получим семейство
zn+1 = gλ (zn) = λ exp (izn), λ �= 0. Для построения множества МандельбротаM использова-
лось его стандартное определение, аналогичное определению множества Жюлиа через точ-
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Рис. 5. Семь «светлячков» для правой части «пальм» рисунка 4 около X = 0. (а) Укрупненный
фрагмент, показывающий наличие погрешности в определении координат, прежде всего абсцисс
(связано также с дискретностью значений функции fin), (b) линейная интерполяция методом наи-
меньших квадратов.
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ки убегания: M = C\{λ ∈ C : fλ(0)(n) → ∞, n→ ∞}. На рисунке 5 показан его фрагмент,
сходный по строению с множеством Жюлиа, — визуализируются те же букеты Кантора.
Однако обращает на себя внимание потенциальная связность его компонент (см. рис. 5b),
например, на участке 1.5 < x < 1.8, −0.6 < y < −0.3; этот вопрос требует дополнительно-
го изучения. Кроме того, множество Жюлиа, несмотря на периодичность, за счет сдвига
аттрактора z∗ лишено симметрии относительно вертикали, а множество Мандельброта по-
казывает симметрию относительно перемены знака Reλ. Заметим также наличие циклов
большой длины, переходящих в случайный режим. При этом циклы также можно клас-
сифицировать по прохождению нуля: как и в случае множества Фату для g(z) = exp(iz)
и его подмножества Fnull(ε), типичной картиной является следование за большим значени-
ем малого и ряда малых значений вплоть до быстрого возрастания функции. В отличие от
множества Жюлиа, множество Мандельброта демонстрирует большее богатство (рис. 6, 7).
Рассмотрим пример: при λ = 5.5+2.65i имеем медленно достигаемый периодический режим
с периодом 34 (после 500 итераций), при λ = 5.5+2.7i — переход в бесконечность на 37 ите-
рации (z36 = (−3.96 + 7.55i) · 104), λ = 5.5 + 2.75i — вновь переход в периодический режим,
а при λ = 5.5+ 2.73i — случайный режим (рис. 7), причем амплитуда не превышает 11 и не
опускается ниже 173ε.

Точки, орбитами уходящие в бесконечность (и потому неподвластные компьютерному
исследованию), можно специфицировать, то есть задать fin, не только скоростью ухода,
но и какой-либо другой характеристикой, и, следовательно, более детально раскрасить Jesc.
Интересно ввести аналог собственных значений и чисел из линейной алгебры и ввести мно-
жество точек «спиральности» Jψ, а именно:

Jψ =

⎧⎨⎩z
∣∣∣∣∣∣

(∃ψ ∈ R) (∃K ⊆ N, |K| = ω) (∀k1, k2 ∈ K),(
(k1 ≺ k2) ⇒ gk2(z) = λgk1(z), λ = λ0e

iψ, |λ0| > 1
)⎫⎬⎭. (13)

Для ψ = 0 это означает, что орбита любой точки z′ ∈ Jψ будет попадать на прямую

y = Im z′

Re z′
x (аналог точек Пуанкаре) бесконечное число раз. Для ψ �= 0 это означает, что

орбита точки спиральности, пусть и с выпадением ряда точек, описывает дискретизованную
спираль. Нетрудно видеть, что для отображения z → λz множество точек спиральности есть
вся комплексная плоскость. Тогда можно сформулировать гипотезу:

Утверждение 5. Отображение g(z) = exp(iz) не имеет точек спиральности.

Хочется верить, что это утверждение доказуемо в принципе.

Заключение

Большая часть полученных нами результатов получена компьютерным методом и от-
носится, по выражению Стивена Вольфрама, к «экспериментальной математике». Если
сущностью математики считать формулировку и доказательство теорем, то в отличие от
вычислительной математики словосочетание «экспериментальная математика» выглядит
оксюмороном. В области нелинейной динамики и фракталов, как показала практика, ком-
пьютер помогает увидеть некоторые объекты и более осмысленно задать относящиеся к ним
вопросы. С другой стороны, теория «видит» такие объекты, которые компьютер, пожалуй,
в принципе «увидеть» не может или же попросту «обманывает» нас. В статье есть примеры
и того, и другого, и третьего. Однако ошибочно было бы сводить роль компьютера только
к визуализации.
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НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2016. T. 12. №1. С. 3–15



14 И.В.Матюшкин

Рис. 7. Случайная динамика для λ = 5.5 + 2.73i (n — номер итерации). Можно считать динамику
квазипериодической, поскольку один и тот же паттерн повторяется при несколько различных значе-
ниях Zn. При небольшом изменении параметра вертикальные всплески могут составлять до 104, их
может быть несколько (расположенных асимметрично по времени) в пределах одного квазипериода
(паттерна). При другом изменении всплески выравниваются и наступает периодичность.

Например, в формуле (1) дано определение множества Жюлиа, близкое к классическо-
му, но более грубое и одновременно более пригодное для компьютерной реализации. Из по-
требности компьютерной раскраски мы ввели функцию «судьбы»; перевод в цвет числа ите-
раций до достижения бесконечности или неподвижной точки — лишь частный пример ис-
пользования этой, в общем, естественной конструкции. Из той же эстетической потребности
мы специфицировали разбиение множества Фату на подмножества, взяв вполне тривиаль-
но за параметр скорость сходимости. При этом мы впервые наблюдали наличие локальных
ее максимумов («светлячков»), что, по-видимому, можно обобщить на все гиперболические
отображения и что отличает наш случай от картины множеств Фату для рациональных
отображений. Выскажем предположение, что их расположение связано со строением бу-
кетов Кантора для множества Жюлиа, а для координат выполнен параболический закон
(интересна аналогия с так называемой parabola lemma для семейства z �→ aez + be−z [16]).
Из тех же соображений раскраски мы выделили подмножество Fnull и впервые визуализи-
ровали его строение, причем четко выражено подобие его «язычков» и внутренних областей
букетов Кантора.

Наконец, из тех же эстетических соображений мы предложили специфицировать мно-
жество убегающих точек по признаку спиральности (13) и высказали утверждение 5. И по-
скольку компьютер тут бессилен, то в будущем бремя доказательства ляжет на «классиче-
ских» математиков.
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On some properties of an exp(iz) map
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The properties of an eiz map are studied. It is proved that the map has one stable and an
infinite number of unstable equilibrium positions. There are an infinite number of repellent two-
periodic cycles. The nonexistence of wandering points is heuristically shown by using MATLAB.
The definition of helicity points is given. As for other hyperbolic maps, Cantor bouquets are
visualized for the Julia and Mandelbrot sets.
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