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Стационарное неизотермическое течение Куэтта.
Квадратичный нагрев верхней границы слоя жидкости

С.Н.Аристов, В.В.Привалова, Е.Ю.Просвиряков

Найдено новое точное решение двумерных уравнений Обербека –Буссинеска. Получен-
ные аналитические выражения гидродинамических полей описывают конвективное течение
Куэтта. Течение жидкости возникает при неоднородном распределении скоростей и квад-
ратичного источника тепла на верхней границе бесконечного слоя вязкой несжимаемой
жидкости. Для нахождения точного решения уравнений Обербека –Буссинеска введено два
характерных масштаба. Использование анизотропного слоя позволяет исследовать крупно-
масштабные течения жидкостей при больших значениях чисел Грасгофа. Показана связь
решений, описывающих квадратичный нагрев границ, с краевыми задачами, позволяющи-
ми изучать движения жидкостей, в которых температура распределена по линейному за-
кону. Приведен анализ полиномиальных решений, описывающих естественную конвекцию
жидкости. Показано существование точек, в которых гидродинамические поля обращаются
в нуль внутри слоя жидкости. Таким образом, приведенный класс точных решений позво-
ляет описать противотечения в жидкости и расслоения полей давления и температуры.
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Введение

Исследование системы уравнений, описывающих движение диссипативных несжима-
емых жидкостей, основывается на исследовании решений векторного уравнения Навье –
Стокса, дополненного уравнением несжимаемости [13, 15]. Существует точка зрения, что
в качестве исходного уравнения исследователи жидкости всегда используют уравнение Эй-
лера, описывающее течения идеальной жидкости, добавляя при этом различные слагаемые,
учитывающие диссипативные эффекты сплошной среды [15]. В качестве примера можно
указать использование тензора вязких напряжений, подчиняющихся закону Ньютона (нью-
тоновские жидкости) [15], тензора, связывающего компоненты напряжений с производными
деформаций (неньютоновские жидкости) [23]. Производя дальнейшие уточнения движений
жидкости, можно учесть влияние температуры, концентрации, электромагнитных полей
и других факторов [1, 2, 8, 9, 12–16, 23]. Очевидно, введение новых слагаемых в уравне-
ния Эйлера (или в уравнения Навье –Стокса) позволяет описывать движения с большей
точностью. Однако вклад дополнительных слагаемых усложняет вид системы уравнений,
которые принадлежат в общем случае к системам уравнений в частных производных.

В настоящее время проводится большое число исследований по интегрированию урав-
нений в частных производных, описывающих движение жидкости различной природы. Та-
кого рода задачи представляют интерес для развития математики, механики и физики [12].
Роль каждого точного решения трудно переоценить [3, 12, 15]. Большинство из решений, по-
лученных при интегрировании уравнений Навье –Стокса, остались в истории под именами
первооткрывателей [3, 12, 13, 15]. Полученные решения достаточно быстро были использо-
ваны для практических нужд. Достаточно упомянуть вискозиметр Куэтта [3, 25, 35] или
формулу Гагена –Пуазёйля, которая применяется для исследования движения жидкости
в трубах [3, 27, 34]. Разумеется, что список приложений не заканчивается [3].

Подробнее остановимся на изотермическом течении Куэтта [25]. Точное решение, опуб-
ликованное Куэттом в 1890 году, на протяжении ста двадцати пяти лет приковывает вни-
мание специалистов, изучающих течения жидкостей. Наверное, можно говорить о том, что
решение, описывающее течение вязкой несжимаемой жидкости между двумя недеформиру-
емыми плоскими поступательно движущимися пластинами, является первым точным ре-
шением уравнений Навье –Стокса. Как известно, успех получения решения заключался
в предположении о переносе импульса в жидкости только вязкими силами; пренебрегают
при этом инерционными эффектами. Сделанные Куэттом предположения и физическая
симметрия задачи позволили свести систему уравнений Навье –Стокса в нестационарном
случае к одномерному уравнению типа теплопроводности. Таким образом, установившие-
ся течения описываются квадратичным профилем скоростей. Более поздние исследования
показали ограниченность данного решения: формально справедливое для произвольного
числа Рейнольдса, оно оказалось неприменимым при турбулентных течениях (при очень
больших значениях числа Рейнольдса). Это объясняется игнорированием сил инерции при
расчете движения жидкости. Обобщение точного решения Куэтта, в котором учитываются
силы инерции, приведено в работе [6].

Конвективное течение Куэтта начал изучать Остроумов [19], который описывал его
по неопубликованным работам Н.К. Гук. Большее распространение получило решение Би-
риха [11], которое объясняло термокапиллярные механизмы адвекции и конвекции в плос-
ком слое вязкой несжимаемой жидкости. Это решение получило бо́льшую известность, чем
решение Остроумова –Гук [19]. Известны обобщения классического течения Куэтта для
неньютоновских жидкостей [23].
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Отметим, что подавляющее большинство работ посвящено изучению изотермических
жидкостей. В данной работе изучается конвективное классическое течение Куэтта при ли-
нейном и квадратичном нагреве границ слоя. Особенности постановки задач для конвекции
Бенара –Марангони при линейном распределения температуры на границах слоя обсужда-
лись в работе [7].

1. Постановка задачи

Рассматриваются уравнения плоского движения вязкой несжимаемой жидкости, опи-
сывающие влияние температуры на распределение гидродинамических полей, в приближе-
нии Буссинеска:
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(1.1)

Здесь Vx и Vz — скорости, параллельные соответствующим координатным осям прямо-
угольной декартовой системы координат; P — отклонение давления от гидростатического,
отнесенное к постоянной средней плотности жидкости ρ; T — отклонение от средней темпе-
ратуры; ν, χ — коэффициенты кинематической вязкости и температуропроводности жид-
кости соответственно; g — ускорение свободного падения; β — температурный коэффициент
объемного расширения жидкости [13, 15].

Решение системы Обербека –Буссинеска (1.1) будем искать в следующем виде:

Vx(x, z, t) = U(z, t) + xu(z, t), Vz(z, t) = w(z, t),

P (x, z, t) = P0(z, t) + xP1(z, t) + x2

2 P11(z, t), (1.2)

T (x, z, t) = T0(z, t) + xT1(z, t) + x2

2 T11(z, t).

Далее будем рассматривать установившиеся движения. Очевидно, что все коэффици-
енты в (1.2) зависят только от координаты z. При последующем изложении конвективного
течения Куэтта мы не будем указывать аргумент, от которого зависят функции, входящие
в класс решений (1.2).

Решения (1.2) обобщают класс точных решений для скоростей, линейно растущих
по горизонтальным координатам. Этот класс решений систематически был изучен Линем
в [30], хотя уже Эйлер использовал представление (1.2) для скоростей, описывающих дви-
жение газов [10, 18]. В обзоре [3] приведен подробный анализ точных изотермических ре-
шений. Там показано, что компоненты давления связаны с коэффициентами представле-
ния (1.2) для скоростей. Таким образом, существует связь между давлением и скоростью.
Аналогично устанавливается связь скоростей с температурой. Отметим, что такого рода
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связи для идеальной жидкости были исследованы в [4]. Решения (1.2), описывающие тече-
ния различных жидкостей и газов, подробно рассматривались в работах [3–11, 18, 20, 22–
24, 26, 30], групповая классификация решений в рамках рассматриваемого класса представ-
лена в [17, 21, 26, 28, 31–33].

Подставим выражения (1.2) в (1.1), получим систему уравнений для определения неиз-
вестных функций, входящих в класс точных решений (1.2). Полученную систему запишем
в том порядке, в котором она будет проинтегрирована:

d2T1

dz2
= 0,

d2T11

dz2
= 0,

d2T0

dz2
+ T11 = 0,

dP1

dz
= gβT1,

dP11

dz
= gβT11,

ν d
2U

dz2
= P1, ν d

2u

dz2
= P11,

dw
dz

+ u = 0,

dP0

dz
= gβT0 + ν d

2w

dz2
.

(1.3)

Сформулируем граничные условия. На нижней (твердой) границе при z = 0 выполня-
ются условия прилипания:

Vx = Vz = 0.

Используя формулы (1.2) и линейность условий на границах, получим

U = u = w = 0. (1.4)

На верхней границе при z = h справедливы равенства

U = W, u = Ω. (1.5)

Перейдем к записи краевых условий для температуры. Нижняя граница является изотер-
мической с отсчетной нулевой температурой

T0 = 0, T1 = 0, T11 = 0. (1.6)

При z = h справедливы граничные условия

T0 = A, T1 = B, T11 = C. (1.7)

Граничные условия для давления при z = h имеют вид

P0 = S, P1 = 0, P11 = 0. (1.8)

Точное решение краевой задачи (1.3)–(1.8) записывается следующим образом:
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h
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h
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h
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,
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2
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.
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2. Точные решения, описывающие конвективное
течение Куэтта при линейном нагреве верхней границы

Рассмотрим сначала нагрев жидкости, реализуемый посредством задания фоновой тем-
пературы и градиента температуры. В этом случае для полного описания таких решений
необходимо и достаточно рассмотреть четыре типа граничных условий:

T0 = Θ, T1 = Θ, T11 = 0, (2.1)

T0 = −Θ, T1 = −Θ, T11 = 0, (2.2)

T0 = −Θ, T1 = Θ, T11 = 0, (2.3)

T0 = Θ, T1 = −Θ, T11 = 0. (2.4)

Прокомментируем условие (2.1) при z = h для градиента температуры T1. Обозначив зна-
чения на верхней границе у T0 и T1 через Θ, необходимо помнить, что размерность у них
разная. Для температуры T0 размерность Θ выражается в градусах, для градиента темпе-
ратуры T1 — в градусах, отнесенных к метрам. Строго говоря, для T1 значение при z = h

следует записать как Θ
l
. Здесь l — характерный горизонтальный размер канала. Не огра-

ничивая общности рассуждений, положим l равным единице.
В таблице 1 приведены решения, полученные для граничных условий (2.1)–(2.4).
Проанализируем полученные решения. Отметим, что функции T0 и T1 изменяются

по линейному закону с различными коэффициентами пропорциональности, а поведение
функций (возрастание или убывание) определяется условиями (2.1)–(2.4) (рис. 1). Гра-
фик T1 аналогичен графику T0. Такая же ситуация с градиентом давления P1 (рис. 3).

1

2

Рис. 1. График T0. 1 — при гра-
ничных условиях (2.1) и (2.4);
2 — при граничных услови-
ях (2.2) и (2.3).

1

2

Рис. 2. График P0. 1— при гра-
ничных условиях (2.1) и (2.4);
2 — при граничных услови-
ях (2.2) и (2.3).

1

2

Рис. 3. График P1. 1— при гра-
ничных условиях (2.1) и (2.3);
2 — при граничных услови-
ях (2.2) и (2.4).

Скорость Vz и составляющая градиента Vx по горизонтальной координате не зависят от
способа нагрева (2.1)–(2.4). При Ω > 0 скорость Vz монотонно убывает по квадратичному
закону по толщине слоя (функция u линейно возрастает); при противоположном значении Ω
наблюдается возрастание скорости, параллельной оси OZ (u линейно убывает) (рис. 4).
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Таблица 1. Решение системы (1.3) для граничных условий (1.4)–(1.8) и (2.1)–(2.4).

Номер условия Способ нагрева Решение краевой задачи

(2.1)

T0 = Θ,

T1 = Θ,

T11 = 0

T1 = zΘ
h
, T11 = 0, T0 = zΘ

6h
,

P1 =
gβΘ
2h
(
z2 − h2

)
, P11 = 0,

P0 =
gβΘ
(
z2 − h2

)
2h

+ S +
νΩ (h− z)

h
,

U =
gβΘz
24hν

(
5h3 − 6h2z + z3

)
+ Wz

h
, u = Ωz

h
, w = −Ωz2

2h
,

(2.2)

T0 = −Θ,

T1 = −Θ,

T11 = 0

T1 = −zΘ
h
, T11 = 0, T0 = −zΘ

6h
,

P1 =
gβΘ
2h
(
h2 − z2

)
, P11 = 0,

P0 =
gβΘ
(
h2 − z2

)
2h

+ S +
νΩ (h− z)

h
,

U = −gβΘz
24hν

(
5h3 − 6h2z + z3

)
+ Wz

h
, u = Ωz

h
, w = −Ωz2

2h
,

(2.3)

T0 = −Θ,

T1 = Θ,

T11 = 0

T1 = zΘ
h
, T11 = 0, T0 = −zΘ

6h
,

P1 =
gβΘ
2h
(
z2 − h2

)
, P11 = 0,

P0 =
gβΘ
(
h2 − z2

)
2h

+ S +
νΩ (h− z)

h
,

U =
gβΘz
24hν

(
5h3 − 6h2z + z3

)
+ Wz

h
, u = Ωz

h
, w = −Ωz2

2h
,

(2.4)

T0 = Θ,

T1 = −Θ,

T11 = 0

T1 = −zΘ
h
, T11 = 0, T0 = zΘ

6h
,

P1 =
gβΘ
2h
(
h2 − z2

)
, P11 = 0,

P0 =
gβΘ
(
z2 − h2

)
2h

+ S +
νΩ (h− z)

h
,

U = −gβΘz
24hν

(
5h3 − 6h2z + z3

)
+ Wz

h
, u = Ωz

h
, w = −Ωz2

2h
.

Перейдем к анализу однородного слагаемого скорости, параллельной оси абсцисс. Пред-
ставим решение при граничных условиях (2.1) следующим образом:

U = z
h
f

(
z
h

)
= z
h

[
gβΘ
24νh3

(
5 − 6z

h
+
(
z
h

)3
)

+W

]
.

При W = 0 функция U принимает вид

U =
gβΘ
24νh3

[
z
h

(
z
h
− 1
)((

z
h

)2

+ z
h
− 5

)]
.

Данная функция имеет два нуля на области определения, которые являются гранич-
ными точками: z = 0 и z = h. Очевидно, что во внутренних точках слоя жидкости скорость
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Рис. 4. График скорости Vz при
граничных условиях (2.1)–(2.4).

1

2

Рис. 5. График функции U . 1 — при граничных услови-
ях (2.1) и (2.3); 2 — при граничных условиях (2.2) и (2.4).

сонаправлена оси абсцисс, принимая максимальное значение U = 1.07607 gβΘ
24νh3

при z =

= 0.446298h (качественный рисунок). В том случае, если W = 0, то U принимает только
положительные значения внутри слоя, а нулевое значение имеет только на твердой гра-
нице (условие прилипания). При задании скорости, направление которой противоположно
оси абсцисс (W < 0), могут существовать «застойные» точки (скорость принимает нулевые
значения). Анализ величины U показывает, что возможна только одна точка, в которой ско-
рость может обратиться в нуль во внутренних точках области определения U . Реализация
этого случая определяется неравенством[

5
gβΘ
24νh3

+W

]
> 0.

В этом случае скорость имеет «застойную» точку и принимает как положительные, так
и отрицательные значения, достигая при этом максимального значения внутри слоя. При
выполнении противоположного неравенства скорость U будет отрицательна, монотонно
убывая на всей области определения (минимум достигается на верхней границе) (рис. 5).
Отметим, что для граничных условий (2.2)–(2.4) анализ точных решений краевой задачи
аналогичен.

Завершаем исследование решений, описывающих конвективное течение Куэтта при
линейном распределении температуры на верхней границе, анализом приведенного дав-
ления P0. При выполнении неравенства

2S < gβΘh+ νΩ

давление, отнесенное к плотности, может принимать нулевое значение внутри слоя жидко-
сти. Следовательно, могут существовать при подходящем выборе граничных условий обла-
сти положительного и отрицательного давления. Отметим, что давление на недеформиру-
емой (нижней) границе может быть меньше, чем на верхней границе. Это возможно при
выполнении неравенства

2νΩ < gβΘh.

Если строго выполняется противоположное неравенство, то давление на нижней границе
(как и в случае гидростатического равновесия) будет больше, чем на свободной поверхности.
При выполнении равенства давление принимает одинаковые значения на границе, а внутри
слоя оно одного знака (положительное).
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3. Точные решения, описывающие конвективное
течение Куэтта, при нагреве верхней границы
по квадратичному закону

Перейдем к изучению конвективного течения Куэтта при квадратичном нагреве сво-
бодной границе. Рассмотрим решения краевой задачи (1.3)–(1.8) при следующих граничных
условиях на свободной границе:

T0 = Θ, T1 = 0, T11 = Θ, (3.1)

T0 = −Θ, T1 = 0, T11 = −Θ, (3.2)

T0 = −Θ, T1 = 0, T11 = Θ, (3.3)

T0 = Θ, T1 = 0, T11 = −Θ. (3.4)

Полученные решения для соответствующих граничных условий представлены в таблице 2.
Анализируя полученные решения, заметим, что свойства решений, описывающих по-

ведение функций T11, P11, U и u при квадратичном нагреве, совпадает со свойствами ре-
шений T1, P1, u и U при линейном нагреве (2.1)–(2.4) соответственно.

Ниже приведены графики функций, отличных по поведению от приведенных выше
линейных функций.

1

3

4

2

Рис. 6. График функции T0.
1 — при граничных услови-
ях (3.1); 2 — при граничных
условиях (3.2), 3 — при гра-
ничных условиях (3.3); 4 — при
граничных условиях (3.4).

2

4

3

1

Рис. 7. График функции P0.
1 — при граничных услови-
ях (3.1); 2 — при граничных
условиях (3.2); 3 — при гра-
ничных условиях (3.3); 4 — при
граничных условиях (3.4).

2

1

Рис. 8. График функции Vz .
1 — при граничных услови-
ях (3.1) и (3.3); 2 — при гра-
ничных условиях (3.2) и (3.4).

Далее подробно остановимся на краевой задаче (3.1). Температура T0 при h >
√

6 мо-
жет принимать нулевое (отсчетное) значение во внутренних точках слоя жидкости. Дан-
ная оценка толщины слоя гарантирует разделение слоя на зоны, в которых температура
будет меньше и больше отсчетной. Скорость Vz на свободной границе при толщине слоя

h = 3

√
120Ων
7gβΘ

тождественно равна нулю. Если h > 3

√
120Ων
7gβΘ

, то скорость Vz сонаправлена

с осью, а при выполнении противоположного неравенства имеет противоположное направ-
ление. Отметим, что для этой скорости также наблюдаются противотечения, структура
которых аналогична профилю скорости U для краевой задачи (2.1). Это замечание спра-
ведливо и для приведенного давления P0.
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Таблица 2. Решение системы (1.3) для граничных условий (1.4)–(1.8) и (3.1)–(3.4).

Номер условия Способ нагрева Решение краевой задачи

(3.1)

T0 = Θ,

T1 = 0,

T11 = Θ

T1 = 0, T11 = zΘ
h
, T0 = zΘ

6h
[(
h2 − z2

)
+ 1
]
,

P1 = 0, P11 =
gβΘ
2h
(
z2 − h2

)
,

P0 =
gβΘ
24h
[
12
(
z2 − h2

)− (h4 + 5h3z − 8h2z2 + 2z4)
]
+

+ S +
νΩ (h− z)

h
,

U = Wz
h
, u =

gβΘz
24hν

(
5h3 − 6h2z + z3

)
+ Ωz

h
,

w = −gβΘz2

240hν
(
25h3 − 20h2z + 2z3

)− Ωz2

2h
,

(3.2)

T0 = −Θ,

T1 = 0,

T11 = −Θ

T1 = 0, T11 = −zΘ
h
, T0 = zΘ

6h
[(
z2 − h2

)− 1
]
,

P1 = 0, P11 =
gβΘ
2h
(
h2 − z2

)
,

P0 = −gβΘ
24h
[
12
(
h2 − z2

)− (h4 + 5h3z − 8h2z2 + 2z4)
]
+

+ S +
νΩ (h− z)

h
,

U = Wz
h
, u = −gβΘz

24hν
(
5h3 − 6h2z + z3

)
+ Ωz

h
,

w =
gβΘz2

240hν
(
25h3 − 20h2z + 2z3

)− Ωz2

2h
,

(3.3)

T0 = −Θ,

T1 = 0,

T11 = Θ

T1 = 0, T11 = zΘ
h
, T0 = zΘ

6h
[(
h2 − z2

)− 1
]
,

P1 = 0, P11 =
gβΘ
2h
(
z2 − h2

)
,

P0 =
gβΘ
24h
[
12
(
h2 − z2

)− (h4 + 5h3z − 8h2z2 + 2z4)
]
+

+ S +
νΩ (h− z)

h
,

U = Wz
h
, u =

gβΘz
24hν

(
5h3 − 6h2z + z3

)
+ Ωz

h
,

w = −gβΘz2

240hν
(
25h3 − 20h2z + 2z3

)− Ωz2

2h
,

(3.4)

T0 = Θ,

T1 = 0,

T11 = −Θ

T1 = 0, T11 = −zΘ
h
, T0 = zΘ

6h
[(
z2 − h2

)
+ 1
]
,

P1 = 0, P11 =
gβΘ
2h
(
h2 − z2

)
,

P0 =
gβΘ
24h
[
12
(
z2 − h2

)
+ (h4 + 5h3z − 8h2z2 + 2z4)

]
+

+ S +
νΩ (h− z)

h
,

U = Wz
h
, u = −gβΘz

24hν
(
5h3 − 6h2z + z3

)
+ Ωz

h
,

w =
gβΘz2

240hν
(
25h3 − 20h2z + 2z3

)− Ωz2

2h
.
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4. Заключение

В настоящей статье получено обобщение установившегося классического решения Ку-
этта для неизотермических вязких несжимаемых жидкостей. Изучены два случая распре-
деления температуры на свободной границе: линейный и квадратичные законы. Показано
существование «застойных» точек у гидродинамических полей при определенных ограни-
чениях на физические постоянные и граничные условия. Посредством методов локализа-
ции корней у полиномиальных решений изучены качественные и количественные свойства
полученных точных решений в классе линейно растущих скоростей по горизонтальным ко-
ординатам.
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Stationary nonisothermal Couette flow. Quadratic heating of the upper
boundary of the fluid layer
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A new exact solution of the two-dimensional Oberbeck –Boussinesq equations has been found.
The analytical expressions of the hydrodynamic fields, which have been obtained, describe
convective Couette flow. Fluid flow occurs in the case of nonuniform distribution of velocities and
the quadratic heat source at the upper boundary of an infinite layer of viscous incompressible
fluid. Two characteristic scales have been introduced for finding the exact solutions of the
Oberbeck –Boussinesq equations. Using the anisotropic layer allows one to explore large-scale
flows of liquids for large values of the Grashof number. A connection is shown between solutions
describing the quadratic heating of boundaries with boundary problems concerned with motions
of fluids in which the temperature is distributed linearly. Analysis of polynomial solutions
describing the natural convection of the fluid is presented. The existence of points at which
the hydrodynamic fields vanish inside the fluid layer. Thus, the above class of exact solutions
allows us to describe the counterflows in the fluid and the separations of pressure and temperature
fields.
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