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ä�à�á�áö×wê�ÕSÚ�á�ã�á�ê�ò�ë%å´ÜE×;Ñ_ñ�ê�ò�×;Ñ�Ú�Ñ�×;Ñ�ã�Ñ�ê�Õ6à�Õ6Ú�à�ò�ã�êPÜEà�à�ë%ë 1á�×wò�ê�òIê�ÕSÚ�àPÑ�Ú�ÜwâEá�ä
ÞPÑ�âEã�ÕSÚ�Ò�ÜEà�Õ@á+ÞPÑwÒPàPÑ�âEã�Ó�ë¡êPÜE÷´ÜEà�Õ"Ú@Þ�ê�á�ÒPá�Ú�àPÑ�ßNÞ�ê�áPôSÒPá�ó6ÜEà�á�áÅÝSñ�Ñ�×�è�Õ@Ú�à�ò�ã�êPÜEà�õ
à�á�ìpÞPÑ�ã�ÜEà�Ô�á�Õ�Òøñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ)á�ÒPáÊã�Ñ�ê�ÕNÞ�êPÜ}è�âEã�ÕSÚ�Ò�ÜEà¡ñ�Ú�Õ�èPê�ÕSã�á é àPÑ�ì!1ò�à�ñ�Ô�áPÜEìpÑ�ã
ñ�Ñ�Ñ�ê�èPá�à�ÕSãKÞ�êPÑ�ô�àPÑ�ìpã�Ñ é ñ�áÅ< ? ÒPä�êPÜE÷´ÜEà�á�äÊÙ�Õ�è�Õ é ápÞ�ê�áPß-ÜEàPÜEàøÑ�ê�á�×wá�à�Õ�ÒPÓ�à�Û"ì
ÞPÑwè�û�Ñwè�ÝPÑ�âEàPÑ�Ú�ÕSà�à�Û"ìNà�Õ´âwÑ�Ú�êPÜwß-ÜEà�àPÑ�ìNã�ÜwÑ�ê�á�áöÞPÑ�ã�ÜEà�Ô�á�Õ�Ò�ÕNíC:�:}ïðÝ�ÞPÑ�ÙwÚ�ÑwÒPá�Ú�÷6á�ì
Ùwà�Õ é á�ã�Ü}ÒPÓ�àPÑøâwÑ�ñ�ê�ÕSã�á�ã�Ó¡â�Ò�Ñ;ó�à�Û@Ü)ê�Õ�â é ÜEã�Û+< !]Õ�âwâwß/ÕSã�ê�á�Ú�ÕSë%ã�â�äqÑwèPàPÑ�êPÑwèPà�Û@Ü
áøàPÜwÑwèPàPÑ�êPÑwèPà�Û@Ü)ß-Ñwè�Ü}ÒPáù÷6á�êPÑ�ñ�á�ûpñ�ÑwÒ�ÜEÔÅÝ�Õ)ã�ÕSñ�ó6Ü²ñ�ê�ò�×;Ñ�Ú�Ñ�×;ÑWã�Ñ�ê�Õ�<-')ÜEã�Ñwè
ß-Ñ;ó6ÜEã´ô�Û"ã�Ó+Þ�ê�áPß-ÜEàPÜEàIè�ÒPä�á�Ùwò é ÜEà�á�ä"1á�×wò�ê�ê�ÕSÚ�àPÑ�Ú�ÜwâEá�ä_ÙwÚ�ÜEÙEè¢Ú+ÔPÜEà�ã�êPÜ@Þ�Ò�Õ�õ
àPÜEã�ÕSê�à�Û�ûNã�ò�ß/ÕSà�àPÑ�âEã�ÜEìÅÝ�Õ�ã�ÕSñ�ó6Ü&ñNÙwÚ�ÜEÙEè�Õ�ßeõ"âEÚ�ÜEê�û�×wá�×�ÕSà�ã�Õ�ßjáNñæ×�Õ�Ò�ÕSñ�ã�á�ñ�Õ�ß
âöß-Ñ�å6à�Û@ß]áùñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ�ß]áÅ< ��Üwß/Õ 
 ã�ÕKÚ�ÜwâEÓ�ß/Õ�ÕSñ�ã�ò�Õ�ÒPÓ�à�Õ�Ý/ã�ÕSñ¡ñ�ÕSñùÚWàPÜEñ�Ñ�ã�Ñ�ê�Û�û
Õ�âEã�êPÑ�1á�Ùwá é ÜwâEñ�á�ûöâEáPâEã�Üwß/Õ�û²Ú�ÒPá�ä�à�áPÜ3×wê�ÕSÚ�á�ã�á�ê�ò�ë%å´ÜE×;Ñ�ã�Ñ�ê�Õ6à�Õ�1á�×wò�ê�ò_ÔPÜEà�õ
ã�ê�Õ�ÒPÓ�àPÑ�ìNÙwÚ�ÜEÙEèPÛ¨á�ÒPáö×�Õ�Ò�ÕSñ�ã�á�ñ�áNÑ�ñ�ÕSÙwÛ"Ú�Õ�ÜEã�â�äæâEê�ÕSÚ�à�áPß]Û@ßùâ 
 �+ÜEñ�ã�Ñ�ßpÚ�ê�Õ�õ
å´ÜEà�á�ä	<



��9 	3< f <P21Ñ�à�èPê�ÕSã�Ó�ÜEÚPÝ�$�<�r�<���ê�ò�ô�á�Ô�Û"à�Õ
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<]=,:

#%$'&'(*),+�-/. Ï ) Ì,0 .213. Î .34 Ð
4&á�×wò�ê�Õ´ê�ÕSÚ�àPÑ�Ú�ÜwâEá�ä)ÑwèPàPÑ�êPÑwèPàPÑ�ì)Ú�ê�ÕSå�ÕSë%å´ÜEìPâ�äN×wê�ÕSÚ�á�ã�á�ê�ò�ë%å´ÜEìæó�á�èPñ�ÑSõ

âEã�áKÑwèPàPÑ�êPÑwèPàPÑ�ìWÞ�Ò�Ñ�ã�àPÑ�âEã�á
ρ
à�Õ�û�ÑwèPá�ã�â�ä)Ú¢ÔPÜEà�ã�êPÜ&ñ�ÑwÒPÓ�ÔPÜEÚ�Ñ�×;ÑöÑ�ô�ê�ÕSÙ;Ñ�Ú�ÕSà�á�ä

á�ÒPá)ã�Ñ�ê�Õ�á)Ú�ê�ÕSå�Õ�ÜEã�â�äæÚ�Ñ�ñ�ê�ò�×´Ñ�âEá
Ox3

â&ò�×�Ò�Ñ�Ú�Ñ�ìKâEñ�Ñ�êPÑ�âEã�Ó�ë
Ω
<�h à�ò�ã�êPÜEà�õ

à�á�ì²ÞPÑ�ã�ÜEà�Ô�á�Õ�ÒNâ;Õ�ß-Ñ�ì*1á�×wò�ê�ÛiÑ�ô�Ñ�Ùwà�Õ é áPß é ÜEêPÜEÙ ϕ 0 (x1, x2, x3) ;
Þ�ê�á�ÒPá�Ú�àPÑ�ì

ÞPÑ�ã�ÜEà�Ô�á�Õ�Ò�ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ%Ú�è�ÕSà�àPÑ�ì6Ù�Õ�è�Õ é Ü�ß-Ñ;ó�àPÑ3Ú�Ùwä�ã�Ó%Ú�Þ�ê�á�ÒPá�Ú�àPÑ�ßKÞ�ê�áPôSÒPá�ó6ÜEà�á�á

ϕr (x1, x2, x3) = α
(

x2
1 + x2

2 − 2x2
3

)

, (α > 0) ,
��:�<C:5�

ñ�Ñ�×�è�ÕöÙ�ÕSÚ�áPâEáPß-Ñ�âEã�ÓKÑ�ãNñ�Ñ�Ñ�ê�èPá�à�ÕSã)Ú�Ñ�Ù;ß]ò�å�ÕSë%å´ÜE×;ÑNã�Ü}Ò�Õ²Þ�êPÜ}è�âEã�ÕSÚ�Ò�ÜEà�ÕNñ�Ú�Õ�è�õ
ê�ÕSã�á é à�Û@ß¡ÞPÑwÒPá�àPÑ�ß-Ñ�ß"<�7�è�ÜwâEÓ�Ú�Ú�Ü}è�ÜEà�Õ´ÞPÑ�âEã�Ñ;ä�à�à�ÕSä α,

Ùwà�Õ é ÜEà�áPÜ1ñ�Ñ�ã�Ñ�êPÑ�ìNÙ�Õ�õ
Ú�áPâEá�ã)Ñ�ãæÞ�ê�á�à�ä�ã�Ñ�ìpß-Ñwè�Ü}ÒPápê�Õ�âEÞ�êPÜ}è�Ü}Ò�ÜEà�á�äpÚ�ÜEå´ÜwâEã�Ú�ÕöÚNñ�ÑwÒPÓ�ÔPÜ¢á�ÒPá�Úæã�Ñ�êPÜ�<
$3á�ó6Ü+ß]Û¨Þ�ê�áPß-ÜEà�ä�ÜwßùÑ�ê�á�×wá�à�Õ�ÒPÓ�à�Û"ìæÞ�ê�á�çÜwß¡è�ÒPä²à�Õ�û�Ñ;ó´è�ÜEà�á�ä 
 ã�Ñ�ìöÞPÑ�âEã�Ñ;ä�à�õ
àPÑ�ìÅÝ�Ù�Õ�ß-ÜEã�àPÑ_Ñ�ôSÒ�ÜE× é ÕSë%å6á�ìæÚ�âwÜ1ê�Õ�â é ÜEã�Û+<

�¦ò é ÜEã�Ñ�ß ÔPÜEà�ã�êPÑ�ô�ÜEó�àPÑ�ìùâEá�ÒPÛîá6+Ñ�êPß]ò�ÒPÛ7��:�<C:5�1ÞPÑwÒPà�Û"ìpÞPÑ�ã�ÜEà�Ô�á�Õ�Ò¡Ú�Ñ
Ú�à�ò�ã�êPÜEà�àPÜEìæã�Ñ é ñ�Ü1ÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�àPÑ�ì)ñ�Ñ�à�1á�×wò�ê�ÕSÔ�á�áæô�ò�è�ÜEã_ê�ÕSÚ�ÜEà

Φ(x1, x2, x3) = ϕ0 (x) + α
(

x2
1 + x2

2 − 2x2
3

)

+
Ω2

2

(

x2
1 + x2

2

)

.
��:�< 8��

f ê�áWá�Ùwò é ÜEà�á�áWÚ�ÒPá�ä�à�á�ä)ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õöâ;Õ�ß]ò81á�×wò�ê�òNê�ÕSÚ�àPÑ�Ú�ÜwâEá�äKÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�àPÑ�×;Ñ
ã�Ü}Ò�Õæè�Ñ�âEã�ÕSã�Ñ é àPÑWÞ�êPÜ}è�âEã�ÕSÚ�á�ã�ÓÊÚKÚ�á�è�ÜNâ�ó&ÕSã�Ñ�×;Ñ�â9+ÜEêPÑ�á�è�ÕK'KÕSñ�Ò�Ñ�êPÜEà�ÕWâ¢ÞPÑSõ
Ú�ÜEê�û�àPÑ�âEã�Ó�ë

x2
1 + x2

2

a2
1

+
x2

3

a2
3

= 1, a1 > a3.
��:�< B��

��Ñ�×�è�Õ²ÞPÑ�ã�ÜEà�Ô�á�Õ�Ò�è�ÕSà�àPÑ�ì:1á�×wò�ê�Ûmà�Õ¢Ú�à�ò�ã�êPÜEà�à�ë%ëlã�Ñ é ñ�ò ( ;=< √x2
1 + x2

2

)

ê�ÕSÚ�ÜEà

ϕ0 (x) = πGρ
(

I − A 1R
2 − A3x

2
3

)

,

I = a2
1a3

∞
∫

0

ds
(

a2
1 + s

)
√

a2
3 + s

,

A1 = a2
1a3

∞
∫

0

ds
(

a2
1 + s

)2√
a2

3 + s
=

√
1 − e2

e3
arcsin e −

1 − e2

e2
,

A3 = a2
1a3

∞
∫

0

ds

(

a2
1 + s

) (

a2
3 + s

)
3/2

=
2

e2
−

√
1 − e2

e3
arcsin e.

��:�< D>�

7�è�ÜwâEÓ
e =

√

1 −
a2

3

a2
1

Ö ß-ÜEê�á�èPáPÑ�à�Õ�ÒPÓ�à�Û"ì 
 ñ�âEÔPÜEà�ã�ê�áPâEá�ã�ÜEã²â9+ÜEêPÑ�á�è�Õ�<



f ê�á�ÒPá�Ú�àPÑ�Ü&Ú�ÒPá�ä�à�áPÜ1ñ�ÑwÒ�ÜEÔæà�Õ´ÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�à�Û@Ü�1á�×wò�ê�Û¨ê�ÕSÚ�àPÑ�Ú�ÜwâEá�ä ��:
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<]=,:

f ÑwÒPà�Û"ìæÞPÑ�ã�ÜEà�Ô�á�Õ�Ò!��:�< 8�� Þ�ê�á�à�áPß/Õ�ÜEãIÚ�á�è@?

Φ(r, x3) = R2

[

−πGρA1 + α +
Ω2

2

]

+ x2
3 [−πGρA3 − 2α] + A9BDC�EGF . ��:�< A��

� Ñ�×�Ò�Õ�âEàPÑ+ã�ÜwÑ�ê�á�áÅÝ�âwß"<�ß-Ñ�àPÑ�×wê�ÕD1á�á
[12; 13]

ÝSáPâEñ�Ñ�ß/ÕSä"1á�×wò�ê�Õ%ô�ò�è�ÜEã+à�Õ�û�ÑSõ
èPá�ã�Ó�â�ä²Ú´âwÑ�âEã�Ñ;ä�à�á�áæÑ�ã�àPÑ�âEá�ã�Ü}ÒPÓ�àPÑ�×;Ñ�ê�ÕSÚ�àPÑ�Ú�ÜwâEá�ä	Ý�Üwâ�ÒPáNÜwÜ%ÞPÑ�Ú�ÜEê�û�àPÑ�âEã�Ó�ä�Ú�ÒPä�õ
ÜEã�â�ä_ò�êPÑ�Ú�ÜEà�àPÑ�ìÅÝ�ã�Ñ+ÜwâEã�Ó&Ú+ÒPë3ô�Ñ�ìIã�Ñ é ñ�Ü@ÞPÑ�Ú�ÜEê�û�àPÑ�âEã�á:��:�< B��-â9+ÜEêPÑ�á�è�Õ1ÞPÑwÒPà�Û"ì
ÞPÑ�ã�ÜEà�Ô�á�Õ�Ò!��:�< A���âwÑwû�ê�ÕSà�ä�ÜEã¢âEÚ�Ñ�çÜ1ÞPÑ�âEã�Ñ;ä�à�àPÑ�Ü&Ùwà�Õ é ÜEà�áPÜ�<
#IHI&IJ8),KMLON�PQ. Î PSRUTS),TSKS. Ì,0eÐU0 NWV9PQ) Ì ),XY+ 0 ),KS),+�- Ð
> ñ�ÕSÙ�ÕSà�àPÑ�ß]ò´Ú�Û"÷´Ü�ò�â�Ò�Ñ�Ú�á�ëiÞPÑ�âEã�Ñ;ä�àPâEã�Ú�Õ1ÞPÑwÒPàPÑ�×;Ñ1ÞPÑ�ã�ÜEà�Ô�á�Õ�Ò�Õ3à�Õ%ÞPÑ�Ú�ÜEê�û�õ

àPÑ�âEã�áWáPâEñ�Ñ�ß-Ñ�ìZ1á�×wò�ê�Ûúß]Ûúò�è�Ñ�Ú�Ò�ÜEã�Ú�Ñ�ê�áPß"Ý�Üwâ�ÒPáWá�Ù[��:�< B���áY��:�< A���ÞPÑ�ã�êPÜwô�ò�Üwß
Ú�Û"ÞPÑwÒPàPÜEà�á�äNÞ�êPÑ�ÞPÑ�ê�Ô�á�á

Ω2

2 + α − πGρA1

−2α − πGρA3
=

a2
3

a2
1

.
� 8�<C:5�

(3Ù�� 8�<C:5��à�Õ�û�ÑwèPáPßWã�ÜEÞPÜEê�Ó1ñ�Ú�Õ�èPê�ÕSã+ò�×�Ò�Ñ�Ú�Ñ�ì_âEñ�Ñ�êPÑ�âEã�á_Ú�ê�ÕSå´ÜEà�á�ä´ÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�õ
àPÑ�ì[1á�×wò�ê�Û

Ω2

2πGρ
= A1 −

a2
3

a2
1

A3 −

(

α

πGρ

)(

1 + 2
a2

3

a2
1

)

.
� 8�< 8��

7	Õ�ß-ÜEã�áPß"Ý é ã�ÑpÞ�ê�á¨Ñ�ã�âEò�ã�âEã�Ú�á�áiÚ�àPÜE÷6àPÜE×;Ñøñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ�Ý�ã�ÑøÜwâEã�ÓøÞ�ê�á
α = 0,ß]ÛmÚ�Ñ�ÙwÚ�ê�ÕSå�Õ�Üwß-â�äKÚ2� 8�< 8��"ñ)á�ÙwÚ�ÜwâEã�àPÑ�ß]òæÚ�Û"ê�ÕSó6ÜEà�á�ëlè�ÒPäæñ�Ú�Õ�èPê�ÕSã�ÕIò�×�Ò�Ñ�Ú�Ñ�ì

âEñ�Ñ�êPÑ�âEã�áæñ�Ò�Õ�âwâEá é ÜwâEñ�Ñ�×;Ñ¢â9+ÜEêPÑ�á�è�Õ�'KÕSñ�Ò�Ñ�êPÜEà�Õ�<
�eÕSñ�áPßùÑ�ô�ê�ÕSÙ;Ñ�ß"ÝPáPâEñ�Ñ�ß/ÕSäöÞPÑ�Þ�ê�ÕSÚ�ñ�Õ´è�ÒPä²ñ�Ú�Õ�èPê�ÕSã�Õ´ò�×�Ò�Ñ�Ú�Ñ�ìæâEñ�Ñ�êPÑ�âEã�á�1á�õ

×wò�ê�Û ê�ÕSÚ�àPÑ�Ú�ÜwâEá�ä	Ý�Ú�Ñ�Ùwà�á�ñ�ÕSë%å�ÕSä_Ù�Õ+â é çÜEã6×wê�ÕSÚ�á�ã�ÕSÔ�áPÑ�à�àPÑ�×;Ñ´Ú�Ñ�ÙEè�ÜEìPâEã�Ú�á�äIã�Ñ�ê�Õ� ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ��}Ý�Ñ�ñ�ÕSÙwÛ"Ú�Õ�ÜEã�â�äNê�ÕSÚ�àPÑ�ì

δ

(

Ω2

2πGρ

)

= −

(

α

πGρ

)(

1 + 2
a2

3

a2
1

)

.
� 8�< B��

7�à�ÕSñöß]á�à�ò�â3Ú�+Ñ�êPß]ò�Ò�Ü�� 8�< B��I1á�Ùwá é ÜwâEñ�áöÑ�Ùwà�Õ é Õ�ÜEãSÝ é ã�Ñ´Ú�àPÜE÷6àPÜwÜ%ñ�ÑwÒPÓ�ÔPÑ�ê�Õ�â}õ
ã�ä�×wá�Ú�Õ�ÜEã&ÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�à�ò�ëiñ�Ñ�à�1á�×wò�ê�ÕSÔ�á�ëiÚ 
 ñ�Ú�ÕSã�Ñ�ê�á�Õ�ÒPÓ�àPÑ�ì¢Þ�Ò�Ñ�âEñ�Ñ�âEã�áÅÝ�ò�Ú�Ü}ÒPá�õ
é á�Ú�ÕSäöã�Üwßùâ;Õ�ß]Û@ßùÜwÜ1âEÞ�ÒPë3âEà�ò�ã�Ñ�âEã�ÓIÞ�ê�áNÞ�êPÜEó�àPÜEìNò�×�Ò�Ñ�Ú�Ñ�ì)âEñ�Ñ�êPÑ�âEã�áÅ<
#�\]&'^*.�_`)3a Î/Í�ÏeÐeÍ

α
Î PSRUb Ð KS) 0 ),V�) 0 )3PQc,dS. Ð ) Î/Ï ),KS) Î/Ï ),V�)

0 K@NWV�) Ì ),V�)2-�),KS.
e>fhg�f3i�j9k�l�m�jon�f ? ÕSàPÑ%ÑwèPàPÑ�êPÑwèPàPÑ�Ü Þ�Ò�Ñ�âEñ�Ñ�Ü ñ�ÑwÒPÓ�ÔPÑ3â-×wê�ÕSà�á é à�Û@ß]á´ê�Õ�èPá�ò�â;Õ�õ

ß]á
R1, R2

áöÞPÑ�Ú�ÜEê�û�àPÑ�âEã�àPÑ�ì)Þ�Ò�Ñ�ã�àPÑ�âEã�Ó�ë
σ.
? ÒPä²à�Õ�û�Ñ;ó´è�ÜEà�á�äNÞPÑ�âEã�Ñ;ä�à�àPÑ�ì

α
Þ�ê�áPß-ÜEà�áPßWâ�Ò�Ü}èPò�ë%å6á�ì�Þ�ê�áPÜwß%?SÚ�à�Õ é Õ�Ò�Ü�à�ÕSì�è�ÜwßKÞPÑ�ã�ÜEà�Ô�á�Õ�Ò�è�ÕSà�àPÑ�×;Ñ3ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ



��8 	3< f <P21Ñ�à�èPê�ÕSã�Ó�ÜEÚPÝ�$�<�r�<���ê�ò�ô�á�Ô�Û"à�Õ
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<]=,:

à�ÕIÑ�âEáWâEáPß-ß-ÜEã�ê�á�á
Ox3,

Þ�ê�á é ÜwßiÑ�×wê�ÕSà�á é áPß-â�äWÞ�êPÜ}èPÞPÑwÒ�Ñ;ó6ÜEà�áPÜwß"Ý é ã�Ñ¢Þ�êPÑ�ôSõ
à�ÕSä&ã�Ñ é ñ�Õ%ê�Õ�âEÞPÑwÒ�Ñ;ó6ÜEà�Õ1à�Õ�ß/Õ�Ò�Ñ�ì�Ú�Û@âwÑ�ã�Ü�<���ÜwßWâ;Õ�ß]Û@ßKß]ÛøÞ�êPÜ}èPÞPÑwÒ�ÕS×�Õ�Üwß"Ý é ã�Ñ
ê�ÕSÙ;ß-ÜEê�Û ÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�àPÑ�ì�1á�×wò�ê�Û¨ê�ÕSÚ�àPÑ�Ú�ÜwâEá�äæß/Õ�ÒPÛ Ú_âEê�ÕSÚ�àPÜEà�á�á)â1ê�ÕSÙ;ß-ÜEê�Õ�ß]á
Ú�àPÜE÷6àPÜE×;Ñ�ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ�<���Ñ�×�è�Õ[� á�à�è�ÜEñ�â��

r

�IÑ�Ùwà�Õ é Õ�ÜEã2�5pGq Csr �SÝPã�Ñ�ÜwâEã�Ó8��ñ�ÑwÒPÓ�ÔPÑ��>�

ϕr (x3) = 2πGσ

R2
∫

R1

r dr
√

r2 + x2
3

= 2πGσ

√

r2 + x2
3

∣

∣

∣

∣

R2

R1

=

= 2πGσr

(

1 +
x2

3

2r2
+ ...

)R2

R1

=

= 2πGσ

{

R2

(

1 +
x2

3

2R2
2

)

− R1

(

1 +
x2

3

2R2
1

)}

=

= 2πGσ

{

R2 − R1 −
x2

3

2

(

1

R1
−

1

R2

)}

.

� B�<C:5�

��ê�ÕSÚ�à�á�Ú�ÕSäpÚ�Û"ê�ÕSó6ÜEà�áPÜ:� B�<C:5�&âIÞPÑ�ã�ÜEà�Ô�á�Õ�Ò�Ñ�ß���:�<C:5�}Ý�Ú�Ùwä�ã�Û@ßmà�ÕæÑ�âEáøâEáPßeõ
ß-ÜEã�ê�á�á�Þ�ê�á

x1 = x2 = 0,
à�Õ�û�ÑwèPáPß¨Ú�Ü}ÒPá é á�à�òKñ�Ñ 
 �1á�Ô�áPÜEà�ã�Õ α

è�ÒPäWÑwèPàPÑSõ
êPÑwèPàPÑ�×;Ñ_÷6á�êPÑ�ñ�Ñ�×;Ñ_ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ�Ú�Ú�á�è�Ü

αr =
πGσ

2

(

1

R1
−

1

R2

)

.
� B�< 8��

? Õ�Ò�ÜwÜ 
 ã�Ñ6Ùwà�Õ é ÜEà�áPÜ α
ÞPÑwè�âEã�ÕSÚ�áPßøÚt� 8�< 8��}< f ÑwÒPò é áPßu+Ñ�êPß]ò�ÒPò_è�ÒPäIÞPÑ�Þ�ê�ÕSÚ�ñ�á

ñöñ�Ú�Õ�èPê�ÕSã�òöò�×�Ò�Ñ�Ú�Ñ�ìæâEñ�Ñ�êPÑ�âEã�á

δ

(

Ω2

2πGρ

)

≈ −
σ
(

3 − 2e2
)

2ρ

(

1

R1
−

1

R2

)

.
� B�< B��

7	ÕSÞ�á�÷´Üwßiã�ÜEÞPÜEê�ÓNàPÜEá�ÙwÚ�ÜwâEã�àPÑ�ÜIÑ�ã�àPÑ�÷´ÜEà�áPÜ´Þ�Ò�Ñ�ã�àPÑ�âEã�ÜEìÊã�Ü}Ò é ÜEêPÜEÙ_Ñ�ã�àPÑ�÷´ÜEà�áPÜ
ß/Õ�âwâ1ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ�áNÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�àPÑ�×;Ñ_ã�Ü}Ò�Õ

σ

ρ
=

4

3

Mr

M0

a3
1

√
1 − e2

R2
2 − R2

1

.
� B�< D>�

7�è�ÜwâEÓ
a1

Ö 
 ñ�Ú�ÕSã�Ñ�ê�á�Õ�ÒPÓ�à�ÕSä�ÞPÑwÒPò�Ñ�âEÓNÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�àPÑ�×;Ñæâ9+ÜEêPÑ�á�è�Õ�ÒPÓ�àPÑ�×;Ñöã�Ü}Ò�Õ�<
f Ñwè�âEã�ÕSÚ�ÒPä�ä6� B�< D>� Ú[� B�< B��}Ý�ÞPÑwÒPò é áPßùáPâEñ�Ñ�ß]ò�ë¦ÞPÑ�Þ�ê�ÕSÚ�ñ�òöÚ�ñ�Ñ�àPÜ é àPÑ�ßùÚ�á�è�Ü

δ

(

Ω2

2πGρ

)

≈ −
2Mr

3M0

a3
1

(

3 − 2e2
)√

1 − e2

R1R2(R1 + R2)
.

� B�< A��

e>fwv�fMi�j9k�l�m�jyx�f $+ÕSê�ä�èPòWâ�ÑwèPàPÑ�êPÑwèPà�Û@ß"ÝÅè�ÒPäKÞ�ê�ÕSñ�ã�á é ÜwâEñ�á�û�Þ�ê�á�Ò�Ñ;ó6ÜEà�á�ì
Ú�ÕSó�àPÑ&ê�Õ�âwâwß-Ñ�ã�êPÜEã�Ó´áIàPÜwÑwèPàPÑ�êPÑwèPàPÑ�Ü3÷6á�êPÑ�ñ�Ñ�Ü�ñ�ÑwÒPÓ�ÔPÑ�<�7	ÕSñ�Ñ�à¢ê�Õ�âEÞ�êPÜ}è�Ü}Ò�ÜEà�á�ä



f ê�á�ÒPá�Ú�àPÑ�Ü&Ú�ÒPá�ä�à�áPÜ1ñ�ÑwÒ�ÜEÔæà�Õ´ÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�à�Û@Ü�1á�×wò�ê�Û¨ê�ÕSÚ�àPÑ�Ú�ÜwâEá�ä ��B
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<]=,:

Þ�Ò�Ñ�ã�àPÑ�âEã�áøÚæñ�ÑwÒPÓ�ÔPÜ¢Ú�Ñ�ÙwÓ�ß-Üwßmã�Ñ�ãSÝ�ñ�Ñ�ã�Ñ�ê�Û"ì¡Ñ�ô�Û é àPÑ)Þ�ê�á�à�áPß/Õ�ÜEã�â�äÊè�ÒPäÊÞ�êPÑSõ
ã�Ñ�Þ�Ò�ÕSàPÜEã�àPÑ�×;Ñ´ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ�Ý�á�Ù%ñ�Ñ�ã�Ñ�êPÑ�×;Ñ´Ñ�ô�ê�ÕSÙ;Ñ�Ú�Õ�ÒPáPâEÓ�Ú�âwÜ�Þ�Ò�ÕSàPÜEã�Ûiá²ß/Õ�ÒPÛ@Ü�ã�Ü}Ò�Õ
� ÑwÒPàPÜ é àPÑ�ì_âEáPâEã�Üwß]Û+<�#@èPà�ÕSñ�Ñ é Õ�âEã�Ñ�Ú�ÒPá�ã�ÜEê�ÕSã�ò�êPÜ]+Ñ�êPß/Õ 
 ã�Ñ�×;Ñ�Ù�ÕSñ�Ñ�à�Õ3ô�ÜEêPÜEã�õ
â�ä_â�ÒPá�÷6ñ�Ñ�ßÊâ�Ò�Ñ;ó�àPÑ�ìÅ< ? Õ�Ò�ÜwÜ@ß]Ûùò�Þ�êPÑ�âEã�áPßWÚ�âwÜ"ê�Õ�â é ÜEã�Û á_âwÑwû�ê�ÕSà�áPßZ1á�Ùwá é Ü}õ
âEñ�ò�ë5âEò�ã�ÓNß-Ñwè�Ü}ÒPáÅÝ	ÞPÑwÒ�ÕS×�ÕSä	Ý é ã�Ñ²û�ÕSê�ÕSñ�ã�ÜEê�à�Û@ßiè�ÒPäKÞ�êPÑ�ã�Ñ�Þ�Ò�ÕSàPÜEã�à�Û�ûÊñ�ÑwÒ�ÜEÔ
ä�Ú�ÒPä�ÜEã�â�äÊÑ�ô�ê�ÕSå´ÜEà�áPÜ�ÚNà�ò�ÒPÓNÞ�Ò�Ñ�ã�àPÑ�âEã�áÊà�Õ²Ú�à�ò�ã�êPÜEà�àPÜEìÊáWÚ�àPÜE÷6àPÜEì�×wê�ÕSà�á�ÔPÜ
ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ�<'z�ã�Ñ�ß]òWò�â�Ò�Ñ�Ú�á�ë ß-Ñ;ó�àPÑæò�è�Ñ�Ú�Ò�ÜEã�Ú�Ñ�ê�á�ã�ÓPÝ-Üwâ�ÒPápÚ�Ùwä�ã�Óæê�Õ�âEÞ�êPÜ}è�Ü}Ò�ÜEà�áPÜ
Þ�Ò�Ñ�ã�àPÑ�âEã�áæÚ�Ú�á�è�Ü

σ (r) = C
√

(R2 − r) (r − R1).
� B�< F��

'KÕ�âwâ;Õ´ã�ÕSñ�Ñ�×;Ñ�ñ�ÑwÒPÓ�Ô�ÕIÑ�ñ�ÕSÙwÛ"Ú�Õ�ÜEã�â�äNê�ÕSÚ�àPÑ�ì

Mr = 2πC

R2
∫

R1

r
√

(R2 − r) (r − R1)dr =
1

8
π2C (R2 − R1)

(

R2
2 − R2

1

)

.
� B�< ���

46Ñ�êPß]ò�Ò�Õ*� B�< ���-ÞPÑ�ÙwÚ�ÑwÒPä�ÜEã�Ú�Û"ê�ÕSÙwá�ã�Ó�ÞPÑ�âEã�Ñ;ä�à�à�ò�ë
C é ÜEêPÜEÙ1ß/Õ�âwâEò_ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ�<

f Ñ�âEã�ò�Þ�ÕSä	Ý�ñ�ÕSñ_á_Ú�Û"÷´Ü�Ý�à�Õ�û�ÑwèPáPßÊÞPÑ�ã�ÜEà�Ô�á�Õ�Ò¢è�ÕSà�àPÑ�×;Ñ+ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ+à�Õ1Ñ�âEá
0x3

Þ�ê�á
ß/Õ�ÒPÛ�û

x3
?

ϕr (x3) = 2πG · C

R2
∫

R1

r
√

(R2 − r) (r − R1)
√

r2 + x2
3

dr ≈

≈ 2πG · C

R2
∫

R1

√

(R2 − r) (r − R1)

(

1 −
x2

3

2r2

)

dr.

� B�< ���

�/Ò�Ü}è�Ñ�Ú�ÕSã�Ü}ÒPÓ�àPÑ�Ý

αr =
1

4
π2G · C

(√
R2 −

√
R1

)2

√
R1R2

=
2GMr

(R2 − R1)
(

R2
2 − R2

1

) ·

(√
R2 −

√
R1

)2

√
R1R2

.

� B�< ���
h¦á�ã�Ñ�×;Ü�ÝÅÞPÑwè�âEã�ÕSÚ�ÒPä�ä{� B�< ���%Ú6� 8�< B��3á�ÞPÑwÒ�ÕS×�ÕSäÊâ�ó&ÕSã�áPÜIã�Ü}Ò�ÕNß/Õ�ÒPÛ@ß"ÝÅà�Õ�û�ÑwèPáPß
ÞPÑ�Þ�ê�ÕSÚ�ñ�ò|?

δ

(

Ω2

2πGρ

)

≈ −8
Mr

M0

(√
R2 −

√
R1

)2

√
R1R2

R3
0

(R2 − R1)
(

R2
2 − R2

1

) .
� B�<C:;9��

e>f}e>f`i�j9k�l�m�jt~{�h��j/�D��k�l"��j9k�l�m����9k>������k��D�������9��f f ê�á�Ò�ÕS×�ÕSä*+Ñ�êPß]ò�ÒPò�� 8�< B��
ñlñ�ÑwÒPÓ�ÔPÜEÚ�Û@ß ×�Õ�Ò�ÕSñ�ã�á�ñ�Õ�ß"Ý6ê�Õ�âEÞ�êPÜ}è�Ü}Ò�ÜEà�áPÜiÞ�Ò�Ñ�ã�àPÑ�âEã�á5Ú ÷6á�êPÑ�ñ�Ñ�ß ñ�ÑwÒPÓ�ÔPÜ
Þ�êPÜ}è�âEã�ÕSÚ�áPß âwÜEì é Õ�â1Ù�ÕSñ�Ñ�àPÑ�ß

σ (r) =
C

r
, R1 6 r 6 R2.

� B�<C:�:5�



��D 	3< f <P21Ñ�à�èPê�ÕSã�Ó�ÜEÚPÝ�$�<�r�<���ê�ò�ô�á�Ô�Û"à�Õ
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<]=,:

'KÕ�âwâ;Õ´ã�ÕSñ�Ñ�×;Ñ�ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ
Mr = 2πC (R2 − R1) .

� B�<C:;8��
f Ñ�ã�ÜEà�Ô�á�Õ�Ò)ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ_â1ê�Õ�âEÞ�êPÜ}è�Ü}Ò�ÜEà�áPÜwß Þ�Ò�Ñ�ã�àPÑ�âEã�áu� B�<C:�:5� à�Õ´Ñ�âEáæâEáPß-ß-ÜEã�ê�á�á

ϕr (x3) = 2πG · C

R2
∫

R1

dr
√

r2 + x2
3

≈ 2πG · C

R2
∫

R1

dr

r

(

1 −
x2

3

2r2

)

.
� B�<C:;B��

(3Ù"� B�<C:;B��"â�Ò�Ü}èPò�ÜEãSÝ é ã�Ñ�ÞPÑ�âEã�Ñ;ä�à�à�ÕSä α
è�ÒPäöã�ÕSñ�Ñ�×;Ñ�ñ�ÑwÒPÓ�Ô�ÕIô�ò�è�ÜEã_ê�ÕSÚ�à�Õ

αr =
1

4
πG · C

(

1

R2
1

−
1

R2
2

)

.
� B�<C:ED>�

f Ñwè�âEã�ÕSÚ�áPß�� B�<C:ED>�-Ú�� 8�< B��-áIÙ�Õ�ß-ÜEà�áPßpâ@ÞPÑ�ß-Ñ�å6Ó�ë�� B�<C:;8��-ÞPÑ�âEã�Ñ;ä�à�à�ò�ë
C é ÜEêPÜEÙ

ß/Õ�âwâEò1ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ���Ú%Ñ�ô�å´Üwßæâ�ÒPò é Õ�Ü�Ú�à�ò�ã�êPÜEà�à�ë%ëY1á�×wò�ê�ò%ÙwÚ�ÜEÙEèPàPÑ�ì´âEáPâEã�Üwß]ÛøÑ�Þ�ä�ã�Ó
â é á�ã�Õ�Üwßlâ9+ÜEêPÑ�á�è�Ñ�ß,â 
 ñ�âEÔPÜEà�ã�ê�áPâEá�ã�ÜEã�Ñ�ß e,

ÕKÚ�à�ò�ã�êPÜEà�à�á�ì ê�Õ�èPá�ò�âNñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ
ÞPÑwÒ�Ñ;ó�áPßÊê�ÕSÚ�à�Û@ß 
 ñ�Ú�ÕSã�Ñ�ê�á�Õ�ÒPÓ�àPÑ�ß]ò_ê�Õ�èPá�ò�âEò�ÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�àPÑ�ì*1á�×wò�ê�Û+<�høá�ã�Ñ�×;Ü

δ

(

Ω2

2πGρ̄

)

≈ −
1

6

Mr

M0

(

3 − 2e2
)

√

1 − e2
R1 (R1 + R2)

R2
2

.
� B�<C:;A��

7�è�ÜwâEÓ
ρ̄
Ö âEêPÜ}èPà�ä�äöÞ�Ò�Ñ�ã�àPÑ�âEã�ÓIÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�àPÑ�ì81á�×wò�ê�Û+<

e>f �`f>�[j/�/�,�Q�����Dm��>��������j/�/�O�9k>�"����k��D��������f>�]�`�>k��,�/��jD�I�9k��>�����,�I��j9k�l�m������
���5�/jD�/������j/�/�9���9�������5f $1ÜwÑ�ôSû�ÑwèPáPß-Ñ+ò é á�ã�Û"Ú�ÕSã�ÓPÝ é ã�Ñ1ß]àPÑ�×wáPÜ�×�Õ�Ò�ÕSñ�ã�á�ñ�áIâwÑwè�ÜEê�õ
ó&ÕSã&àPÜ@ã�ÑwÒPÓ�ñ�Ñ6ÙwÚ�ÜEÙEèPÛ+Ý�àPÑ+ã�ÕSñ�ó6Ü�×�ÕSÙ%á_Þ�Û�ÒPÓP<�'KÕ�âwâ;Õ1ÙwÚ�ÜEÙEè²Ú&×�Õ�Ò�ÕSñ�ã�á�ñ�Õ�û	Ý�ñ�ÕSñ
Þ�ê�ÕSÚ�á�Ò�Ñ�Ý�Ùwà�Õ é á�ã�Ü}ÒPÓ�àPÑ)Þ�êPÜEÚ�Û"÷�Õ�ÜEã)ß/Õ�âwâEòW×�ÕSÙ�Õ�ÝÅÞPÑ 
 ã�Ñ�ß]òWÞ�ê�á�ÒPá�Ú�àPÑ�ÜIÚ�Ñ�ÙEè�ÜEì�õ
âEã�Ú�áPÜ"Ú�àPÜE÷6àPÜE×;Ñ+ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ+ô�ò�è�ÜEã&âEá�ÒPÓ�àPÜwÜ@Ú�âwÜE×;Ñ+âEñ�ÕSÙwÛ"Ú�ÕSã�Ó�â�äIà�Õ�1á�×wò�êPÜ�×�ÕSÙ;Ñ�Ú�Ñ�ì
ÞPÑwè�âEáPâEã�Üwß]Û+<�h�Ñ�Ùwà�á�ñ�Õ�ÜEã+àPÑ�Ú�ÕSä�á�Ú�ÜwâEÓ�ß/Õ3á�à�ã�ÜEêPÜwâEà�ÕSä_Ù�Õ�è�Õ é Õ�?�ñ�ÕSñ�ò é ÜwâEã�Ó+Þ�ê�á�õ
ÒPá�Ú�àPÑ�Ü3Ú�ÒPá�ä�à�áPÜ3ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ´àPÜ%à�Õ6Ú�âEë ×�Õ�Ò�ÕSñ�ã�á�ñ�ò2�½Ñ�àPÑ�ß-Ñ;ó6ÜEãIô�Û"ã�Ó´áöà�á é ã�Ñ;ó�àPÑ
ß/Õ�ÒPÛ@ß��}ÝPÕ&ã�ÑwÒPÓ�ñ�Ñ�à�Õ&×�ÕSÙ;Ñ�Ú�ò�ëmâwÑ�âEã�ÕSÚ�ÒPä�ë%å6ò�ë´< f ÑwÒPà�ò�ëmÞ�Ò�Ñ�ã�àPÑ�âEã�Ó_Ú�ÜEå´ÜwâEã�Ú�Õ
ρ
Þ�êPÜ}è�âEã�ÕSÚ�áPß âEò�ß-ß-Ñ�ì

ρ = ρ1 + ρ2
� B�<C:;F��

Þ�Ò�Ñ�ã�àPÑ�âEã�ÜEìøÙwÚ�ÜEÙEè��
ρ1
�3áÊ×�ÕSÙ�Õ6�

ρ2
�}Ý�Þ�ê�á é Üwß"Ý�Ú)âwÑ�×�Ò�Õ�âEá�á¡â_à�Õ�ôSÒPë�è�ÜEà�á�ä�ß]áÅÝ

â é á�ã�Õ�Üwß ρ1 >> ρ2.
!]Õ�âwâwß-Ñ�ã�ê�áPßjâwÑ�Ñ�ã�àPÑ�÷´ÜEà�áPÜy� 8�< 8��

Ω2

2πGρ
= A1 −

a2
3

a2
1

A3 −

(

α

πGρ

)(

1 + 2
a2

3

a2
1

) � B�<C:5���

á_Ù�Õ�ß-ÜEã�áPß"Ý é ã�Ñ+Ú+Ò�ÜEÚ�Ñ�ì¢ÜE×;Ñ é Õ�âEã�á 1
ρ

â"è�Ñ�âEã�ÕSã�Ñ é àPÑ�ì¢ã�Ñ é àPÑ�âEã�Ó�ë ß-Ñ;ó�àPÑ&Þ�êPÜ}è�õ
âEã�ÕSÚ�á�ã�Ó_Ú_Ú�á�è�Ü

1

ρ
=

1

ρ1 + ρ2
≈

1

ρ1

(

1 −
ρ2

ρ1

)

.
� B�<C:����



f ê�á�ÒPá�Ú�àPÑ�Ü&Ú�ÒPá�ä�à�áPÜ1ñ�ÑwÒ�ÜEÔæà�Õ´ÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�à�Û@Ü�1á�×wò�ê�Û¨ê�ÕSÚ�àPÑ�Ú�ÜwâEá�ä ��A
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<]=,:

hWÞ�ê�ÕSÚ�Ñ�ì6ó6Ü é Õ�âEã�á*� B�<C:5���}Ý�×�è�Ü α
ß/Õ�Ò�Õ@Ú�âEê�ÕSÚ�àPÜEà�á�á�â

Ω2,
Þ�êPÜEàPÜwô�êPÜE×�ÕSä´ß/Õ�Ò�Ñ�ì

Ú�Ü}ÒPá é á�àPÑ�ìNÚ�ã�Ñ�êPÑ�×;Ñ�ÞPÑ�ê�ä�èPñ�Õ α
ρ2

ρ1
,
Ú�Ü}ÒPá é á�à�ò 1

ρ

ß-Ñ;ó�àPÑ_Ù�Õ�ß-ÜEà�á�ã�Ó_Þ�êPÑ�âEã�Ñ´à�Õ

1

ρ1
.
(1ß-ÜwÜwßùã�Ñ�×�è�Õ

Ω2

2πGρ1

(

1 −
ρ2

ρ1

)

= A1 −
a2

3

a2
1

A3 −
α

πGρ1

(

3 − 2e2
)

.
� B�<C:����

hjà�ò�Ò�ÜEÚ�Ñ�ßùÞ�ê�áPôSÒPá�ó6ÜEà�á�á)ÞPÑ´Ú�Ñ�Ù;ß]ò�å´ÜEà�á�ë¦Þ�Ò�Ñ�ã�àPÑ�âEã�á

Ω2

2πGρ1
= A1 −

a2
3

a2
1

A3,
� B�< 8�9��

ã�ÕSñ é ã�Ñ´á�Ùy� B�<C:���� ÞPÑwÒPò é áPßU+Ñ�êPß]ò�ÒPò

δ

(

Ω2

2πGρ1

)

≈ −
α

πGρ2

(

3 − 2e2
)

.
� B�< 8�:5�

z�ã�Ñ+á¢ÜwâEã�Ó&áPâEñ�Ñ�ß-Ñ�Ü�Þ�ê�á�ê�ÕSå´ÜEà�áPÜ%ñ�Ú�Õ�èPê�ÕSã�Õ+ò�×�Ò�Ñ�Ú�Ñ�ì²âEñ�Ñ�êPÑ�âEã�á¢×�ÕSÙ;Ñ�Ú�Ñ�ì¢ÞPÑwè�âEá�õ
âEã�Üwß]Û+<

f Ñwè�âEã�ÕSÚ�ÒPä�ä6Ú�Þ�ê�ÕSÚ�ò�ë é Õ�âEã�Ó�� B�< 8�:5� α
á�Ù�� B�<C:ED>�	á&Ú�Û"ê�ÕSÙwá�Ú

ρ2
é ÜEêPÜEÙ ß/Õ�âwâEò

×�ÕSÙ�Õ
Mg =

4

3
πR3

1

√
1 − e2ρ2,

ÞPÑwÒPò é áPßùÞPÑ�Þ�ê�ÕSÚ�ñ�ò²Ú_Ú�á�è�Ü

δ

(

Ω2

2πGρ1

)

≈ −
1

6

Mr

Mg

(

3 − 2e2
)

√

1 − e2
R1

R2

(

1 +
R1

R2

)

.
� B�< 8�8��

e>f �3f,�[j/�D��k�l�j/�/��j��`j/�/��jD��j����`�3��jD�/jD��j���j��>�3f ? ÕSàIã�Ñ�ê¢â@ò�ê�ÕSÚ�àPÜEà�áPÜwß�ÞPÑ�Ú�ÜEê�û�õ
àPÑ�âEã�á

(R − R0)
2 + x2

3 = r2
0,

� B�< 8�B��
×�è�Ü

R0
á

r0
Ö5ê�Õ�èPá�ò�âEÛmÑ�âwÜEÚ�Ñ�ìæáNÚ�âEÞPÑ�ß-Ñ�×�ÕSã�Ü}ÒPÓ�àPÑ�ìWÑ�ñ�ê�ò�ó�àPÑ�âEã�áÅ<�h à�ò�ã�êPÜEà�õ

à�á�ìWÞPÑ�ã�ÜEà�Ô�á�Õ�ÒpÑwèPàPÑ�êPÑwèPàPÑ�×;ÑNñ�ê�ò�×;Ñ�Ú�Ñ�×;Ñ²ã�Ñ�ê�Õ¢Ú²Þ�ê�áPôSÒPá�ó6ÜEà�á�áÅÝÅè�Ñ�âEã�ÕSã�Ñ é àPÑ�ß
è�ÒPä²êPÜE÷´ÜEà�á�ä²è�ÕSà�àPÑ�ìæÙ�Õ�è�Õ é áÅÝ�ß-Ñ;ó�àPÑ�Ú�Ùwä�ã�Ó_Ú_Ú�á�è�Ü_íC:ED�ï

ϕtor (r, θ) = D0 + D2 r2P2 (cos θ) ,
� B�< 8SD>�

� á�à�è�ÜEñ�â�� F�B p9�IÑ�ãIâ�Ò�Ñ�Ú�Õ[� F�B pG¡ E ���Iã�Ñ�ê`� é ã�Ñ´è�Õ�ÜEã

αtor = −
D2

2
=

2

3

MtorG

πr0
·

1

2kR2
0

[(

1 − 2k2
)

E (k) −
(

1 − k2
)

K (k)
]

.
� B�< 8�A��

7�è�ÜwâEÓ
K (k)

á
E (k)

Ö�âEã�ÕSà�è�ÕSê�ã�à�Û@Ü�ÞPÑwÒPà�Û@Ü 
 Ò�ÒPá�Þ�ã�á é ÜwâEñ�áPÜÊá�à�ã�ÜE×wê�Õ�ÒPÛ
g+ÜEó&ÕSà�èPê�ÕÊÞPÜEê�Ú�Ñ�×;ÑÊá Ú�ã�Ñ�êPÑ�×;ÑpêPÑwè�Õ�Ý�ÕÊß-ÑwèPò�ÒPÓ

k =
r0

R0
6 1.

f Ñwè�âEã�ÕSÚ�ÒPä�ä
� B�< 8�A��eÚ�+Ñ�êPß]ò�ÒPò�� 8�< B��}Ý�à�Õ�û�ÑwèPáPß�Ú�ÒPá�ä�à�áPÜ"×wê�ÕSÚ�á�ã�á�ê�ò�ë%å´ÜE×;Ñ1ã�Ñ�ê�Õ%à�Õ%ò�×�Ò�Ñ�Ú�ò�ë
âEñ�Ñ�êPÑ�âEã�ÓPÝ�Õ´Ùwà�Õ é á�ã_áNà�Õ´âEÞ�ÒPë3âEà�ò�ã�Ñ�âEã�ÓIÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�àPÑ�ìæñ�Ñ�à�1á�×wò�ê�ÕSÔ�á�áÅ<



��F 	3< f <P21Ñ�à�èPê�ÕSã�Ó�ÜEÚPÝ�$�<�r�<���ê�ò�ô�á�Ô�Û"à�Õ
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<]=,:

#'¢%&'£ Ð +�P Í�ÏeÏS¤�Í ),d Í�ÏS0eÐ
�`fhg�f�¥S�D�����`�*�t��j9k�l�m��3f h à�Õ é Õ�Ò�Ü3ê�Õ�âwâwß-Ñ�ã�ê�áPßøÚ�ÒPá�ä�à�áPÜ%ñ�ÑwÒ�ÜEÔ)��ÕSã�ò�ê�à�Õ&à�Õ

âEÞ�ÒPë3âEà�ò�ã�Ñ�âEã�Ó_Þ�Ò�ÕSàPÜEã�Û+< ? ÒPä 
 ã�Ñ�×;Ñ�Þ�ê�áPß-ÜEà�áPßU+Ñ�êPß]ò�ÒPò2� B�< A��}Ý�×�è�Ü

e2 = 0, 19; a1 = 60, 24 · 103 �/� ;
Mr

M0
≈ 8, 5 · 10−8;

R1 = 77 · 103 �/� ; R2 = 137 · 103 �/� .
� DP<C:5�

f Ñwè�âEã�ÕSàPÑ�Ú�ñ�Õ é áPâ�Ò�ÜEà�à�Û�ûöè�ÕSà�à�Û�ûZ� DP<C:5� Ú¦+Ñ�êPß]ò�ÒPò2� B�< A���è�Õ�ÜEã

δ

(

Ω2

2πGρ̄

)

≈ −2, 5 · 10−8.
� DP< 8��

f Ñ�âEñ�ÑwÒPÓ�ñ�ò²è�ÒPäNâ;Õ�ß-Ñ�×;Ñ²��ÕSã�ò�ê�à�Õ Ω2

2πGρ̄
≈ 0, 09,

ã�Ñ´Ú�Ü}ÒPá é á�à�Õ�à�ÕSì�è�ÜEà�àPÑ�ìæÞPÑSõ
Þ�ê�ÕSÚ�ñ�áZ� DP< 8�� Ñ�ã´ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ�Ñ�ñ�ÕSÙwÛ"Ú�Õ�ÜEã�â�äöàPÜEÙwà�Õ é á�ã�Ü}ÒPÓ�àPÑ�ì)Ú�âEê�ÕSÚ�àPÜEà�á�áNâ 
 �+ÜEñ�õ
ã�Ñ�ß¡Ú�ê�ÕSå´ÜEà�á�äNâ;Õ�ß-Ñ�ìNÞ�Ò�ÕSàPÜEã�Û�?

χ = −

δ

(

Ω2

2πGρ̄

)

Ω2

2πGρ̄

≈ 2, 8 · 10−7.
� DP< B��

r�Ò�ÕSÚ�à�ÕSä¢Þ�ê�á é á�à�Õ 
 ã�Ñ�×;Ñ&Ö,Ú´ß/Õ�Ò�Ñ�âEã�áöâ;Õ�ß-Ñ�×;Ñ´Ñ�ã�àPÑ�÷´ÜEà�á�ä¢ß/Õ�âwâ%ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ&á¢Þ�Ò�Õ�õ
àPÜEã�Û+<
�`fwv§¥Sj9k���m,�8�/�����O�`����j9k�l�m��3f #�ÔPÜEà�áPßîã�ÜEÞPÜEê�Ó¡Ú�ÒPá�ä�à�áPÜ)à�ÕpâEÞ�ÒPë3âEà�ò�ã�Ñ�âEÓ

� ÑwÒPà�Ô�Õ²ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ²á�Ù´Þ�Ò�ÕSàPÜEãöá)èPê�ò�×wá�ûKß/Õ�ÒPÛ�ûKã�Ü}ÒWÚ)� ÑwÒPàPÜ é àPÑ�ìÊâEáPâEã�Üwß-Ü�< ? ÒPä

 ã�Ñ�ìpÔPÜ}ÒPáÊè�Ñ�âEã�ÕSã�Ñ é àPÑ)Þ�ê�áPß-ÜEà�á�ã�Ó2+Ñ�êPß]ò�ÒPòU� B�<C:;9��}Ý�×�è�ÜIÚæè�ÕSà�àPÑ�ß Þ�ê�áPß-ÜEêPÜ�Ý
âwÑ�×�Ò�Õ�âEàPÑ_à�Õ�ôSÒPë�è�ÜEà�á�ä�ß"Ý

e2 ≈ 0;
Mr

M0
≈

1

700
;R0 = 6, 96 · 105 �/� ; R1 = 58 · 106 �/� ; R2 = 59 · 108 �/� .� DP< D>�

!]Õ�â é ÜEã�Ûqè�ÕSë%ã�?

δ

(

Ω2

2πGρ̄

)

≈ −1, 8 · 10−13;
Ω2

2πGρ̄
≈ 1, 3 · 10−5.

� DP< A��
$1Üwâwß-Ñ�ã�ê�äNà�Õ�ß/Õ�Ò�Ñ�âEã�Ó_à�ÕSì�è�ÜEà�àPÑ�ìæÚ�Û"÷´Ü1ÞPÑ�Þ�ê�ÕSÚ�ñ�áÅÝ�Ñ�ã�àPÑ�÷´ÜEà�áPÜ1Ú�Ü}ÒPá é á�à

χ = −

δ

(

Ω2

2πGρ̄

)

Ω2

2πGρ̄

≈ 1, 4 · 10−8 � DP< F��



f ê�á�ÒPá�Ú�àPÑ�Ü&Ú�ÒPá�ä�à�áPÜ1ñ�ÑwÒ�ÜEÔæà�Õ´ÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�à�Û@Ü�1á�×wò�ê�Û¨ê�ÕSÚ�àPÑ�Ú�ÜwâEá�ä ���
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<]=,:

Ñ�ñ�ÕSÙwÛ"Ú�Õ�ÜEã�â�äöÒPá�÷6Ó_àPÜwß]àPÑ�×wáPß ß-ÜEà�Ó�÷´Ü�Ý é Üwßøè�ÒPäæ��ÕSã�ò�ê�à�Õt� DP< B��}<�`f}e>f�i]�>�D�9��¨Q©=���D�ª��«����,���D���¬8®�¯±°O²��`f f Ñùè�ÕSà�à�Û@ß í F�� �;ïðÝ%ÑwèPà�Õ á�Ùpâ;Õ�õ
ß]Û�ûæñ�ê�ò�Þ�à�Û�û)á�ÙwÚ�ÜwâEã�à�Û�û�Õ�âEã�êPÑ�àPÑ�ß/Õ�ßiÙwÚ�ÜEÙEèWÖ ñ�ê�Õ�âEà�Û"ìWâEÚ�ÜEê�û�×wá�×�ÕSà�ãNýqþ%ÿ
� FSDPÝÅà�Õ�û�ÑwèPä�å�ÕSä�â�äøÚ�	�'W#6ÝÅáPß-ÜwÜEãKß/Õ�âwâEò�Þ�ê�áPß-ÜEê�àPÑ

M = 17M�

ápê�Õ�èPá�ò�â
R = 1540R�.

z�ã�Õ²ÙwÚ�ÜEÙEè�ÕöÑ�ñ�ê�ò�ó6ÜEà�ÕNÑ�×wêPÑ�ß]à�Û@ßqÞPÑ²ê�ÕSÙ;ß-ÜEê�Õ�ßqã�Ñ�êPÑ�ß â�ß/Õ�â}õ
âwÑ�ì

M tor = 8M�,
Ñ�âwÜEÚ�Û@ßqê�Õ�èPá�ò�âwÑ�ß

R0 = 15060
�3f}�5f á�ê�Õ�èPá�ò�âwÑ�ßqê�ò�ñ�ÕSÚ�Õ

r0 = 14940
�3f}�5f #�ÔPÜEà�áPß¦Ú�à�Õ é Õ�Ò�Ü²ÞPÑ2+Ñ�êPß]ò�Ò�Õ�ß³� 8�< B��&á�� B�< 8�A��&ÞPÑ�Þ�ê�ÕSÚ�ñ�òpñ

àPÑ�êPß]á�êPÑ�Ú�ÕSà�àPÑ�ß]òNñ�Ú�Õ�èPê�ÕSã�ò²ò�×�Ò�Ñ�Ú�Ñ�ìæâEñ�Ñ�êPÑ�âEã�á)ÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�àPÑ�ìæÙwÚ�ÜEÙEèPÛ�?

δ

(

Ω2

2πGρ̄

)

≈ −
3α

πGρ̄
= −

4

3

Mtor

M

R3

r2
0R0

[(

1 − 2k2
)

E (k) −
(

1 − k2
)

K (k)
]

.
� DP< ���

7�è�ÜwâEÓ_Ù�ÕSÚ�áPâEáPß-Ñ�âEã�ÓIÚ�Û"ê�ÕSó6ÜEà�á�äæÚ�ñ�Ú�Õ�èPê�ÕSã�à�Û�ûæâEñ�Ñ�ô�ñ�Õ�û

Φ(k) =
(

1 − 2k2
)

E (k) −
(

1 − k2
)

K (k)
� DP< ���

Ñ�ã_ß-ÑwèPò�ÒPä
k
ÞPÑ�ñ�ÕSÙ�ÕSà�Õ´à�Õ´×wê�ÕD1á�ñ�Ü"� ê�áPâ�<Å:5�}<

0,2

0,2

0,4 0,6

0,6

0,4

0,8 1

k

F

0

´+Ð +s&]$,& 7	ÕSÚ�áPâEáPß-Ñ�âEã�Óy1ò�à�ñ�Ô�á�á
Φ
Ñ�ã_ß-ÑwèPò�ÒPä

k

f ê�á
k ≈ 1

1ò�à�ñ�Ô�á�ä
Φ
Þ�ê�áPß-ÜEê�àPÑ@ê�ÕSÚ�à�Õ

0, 7.
��Ñ�×�è�Õ�Ý�â-ò é ÜEã�Ñ�ßöá�ÙwÚ�ÜwâEã�à�Û�û

è�ÕSà�à�Û�û²è�ÒPä²ã�Ñ�ê�Õ´ÙwÚ�ÜEÙEèPÛ ýqþ%ÿ � FSDPÝ�ÞPÑwÒPò é áPßùÚ�ÕSê�á�ÕSÔ�á�ë

δ

(

Ω2

2πGρ̄

)

≈ −8 · 10−6.
� DP< ���

��ê�ÕSÙwò_Ñ�ô�ê�ÕSã�áPßÊÚ�à�áPß/ÕSà�áPÜ%à�Õ1ã�Ñ�Ý é ã�Ñ+Ú�Ü}ÒPá é á�à�Õ�� DP< ���]à�Õ&B"�µ���]ÞPÑ�ê�ä�èPñ�Ñ�Ú�ô�ÑwÒPÓ�õ
÷´Ü�Ý é ÜwßæÚ%â�ÒPò é ÕSä�û6â���ÕSã�ò�ê�àPÑ�ßu�ü� ÑwÒPà�ÔPÜwß��}< > ó6Ü 
 ã�Ñ�×;Ñ�Ú�Ñ�ê�á�ã3Ñ�ã�Ñ�ß"Ý é ã�Ñ�Ú�ÒPá�ä�õ
à�áPÜ"ã�Ñ�ê�Õ3à�Õ�1á�×wò�ê�ò6ÙwÚ�ÜEÙEèPÛ ýqþ%ÿ � FSD+ä�Ú�ÒPä�ÜEã�â�ä_Ù�Õ�ß-ÜEã�à�Û@ß"< ? ÜEìPâEã�Ú�á�ã�Ü}ÒPÓ�àPÑ�Ý



�D� 	3< f <P21Ñ�à�èPê�ÕSã�Ó�ÜEÚPÝ�$�<�r�<���ê�ò�ô�á�Ô�Û"à�Õ
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<]=,:

Ñ�ÔPÜEà�áPß¨è�ÒPäWýqþ%ÿ � FSDæÑ�ã�àPÑ�âEá�ã�Ü}ÒPÓ�àPÑ�ÜIÞ�ê�á�ê�ÕSå´ÜEà�áPÜ_ñ�Ú�Õ�èPê�ÕSã�ÕNò�×�Ò�Ñ�Ú�Ñ�ìpâEñ�ÑSõ
êPÑ�âEã�á

χ.
25âwÑ;ó&Õ�Ò�ÜEà�á�ë´Ý	Ú¢ÒPá�ã�ÜEê�ÕSã�ò�êPÜ�Ñ�ã�âEò�ã�âEã�Ú�ò�ë%ã²è�ÕSà�à�Û@Ü´à�Õ�ôSÒPë�è�ÜEà�á�ìÊÑ

ÞPÜEê�áPÑwè�Ü&Ú�ê�ÕSå´ÜEà�á�ä 
 ã�Ñ�ìæÙwÚ�ÜEÙEèPÛ+< f ê�áPô�ÜE×wàPÜwß ÞPÑ 
 ã�Ñ�ß]òöñæñ�Ñ�âEÚ�ÜEà�à�Û@ß�1á�Ùwá é Ü}õ
âEñ�áPß¨Ñ�ÔPÜEà�ñ�Õ�ßiá�âEê�ÕSÚ�à�áPßiýqþ%ÿ � FSDNâ&èPê�ò�×wáPßiñ�ê�Õ�âEà�Û@ß¨×wá�×�ÕSà�ã�Ñ�ß"Ý�ÙwÚ�ÜEÙEè�Ñ�ì
	�ÜEã�Ü}ÒPÓ�×;ÜEì�Ù;Ü�Ý�â�û�ÑwèPàPÑ�ì_ÞPÑ3ß/Õ�âwâwÜ��

15−20 M�

�Åâ ê�Õ�âwâwß/ÕSã�ê�á�Ú�Õ�Üwß-Ñ�ìIýqþ%ÿ � FSDP<
!]Õ�èPá�ò�â²ÙwÚ�ÜEÙEèPÛ³	�ÜEã�Ü}ÒPÓ�×;ÜEì�Ù;Ü

RB = 800R�,
ÜwÜ¢ÞPÜEê�áPÑwè¡Ú�ê�ÕSå´ÜEà�á�ä

TB = 18k,��� Ý�ò�×�Ò�Ñ�Ú�ÕSäæâEñ�Ñ�êPÑ�âEã�ÓIÚ�ê�ÕSå´ÜEà�á�ä
ΩB ≈ 1, 1 · 10−8 c−1.

./â�ÒPá)ô�ÛqÙwÚ�ÜEÙEè�Õ�	�Ü}õ
ã�Ü}ÒPÓ�×;ÜEì�Ù;Ü_ê�Õ�âE÷6á�ê�á�Ò�Õ�âEÓNè�Ñöê�ÕSÙ;ß-ÜEêPÑ�Úæýqþ%ÿ � FSDPÝ	ã�ÑNÜwâEã�Óöè�Ñ

R ≈ 1540R�,ã�Ñ�Ý�ÞPÑ+Ù�ÕSñ�Ñ�à�òIâwÑwû�ê�ÕSàPÜEà�á�äIò�×�Ò�Ñ�Ú�Ñ�×;Ñ6ß-Ñ�ß-ÜEà�ã�Õ�Ý�ÜwÜ@ò�×�Ò�Ñ�Ú�ÕSäIâEñ�Ñ�êPÑ�âEã�Ó´ò�ß-ÜEà�Ó�÷6á�õ
Ò�Õ�âEÓIô�Û¨áæâEã�Õ�Ò�Õ´ê�ÕSÚ�àPÑ�ì

Ω =
ΩB

(

1540

800

)2 ≈ 3 · 10−9 c−1,
� DP<C:;9��

é ã�Ñ¡Ñ�ã�Ú�Ü é Õ�ÜEãøÒPá�àPÜEì�àPÑ�ì âEñ�Ñ�êPÑ�âEã�áqà�Õ 
 ñ�Ú�ÕSã�Ñ�êPÜWÙwÚ�ÜEÙEèPÛ υrot ≈ 3, 2
�/�� .

�
ò é ÜEã�Ñ�ß¡Ùwà�Õ é ÜEà�á�äNò�×�Ò�Ñ�Ú�Ñ�ìæâEñ�Ñ�êPÑ�âEã�á!� DP<C:;9���è�ÒPä²ýqþ%ÿ � FSD_áPß-ÜwÜwß

Ω2

2πGρ̄
=

2

3

Ω2R3

GM
≈ 4, 4 · 10−4.

� DP<C:�:5�
� Ñ�×�Ò�Õ�âEàPÑ2� DP< ����áu� DP<C:�:5�}Ý�è�ÒPäöè�ÕSà�àPÑ�ìKâEáPâEã�Üwß]ÛmÙwÚ�ÜEÙEè�Õ�õüã�Ñ�êKÑ�ã�àPÑ�âEá�ã�Ü}ÒPÓ�àPÑ�Ü

Þ�ê�á�ê�ÕSå´ÜEà�áPÜ+ñ�Ú�Õ�èPê�ÕSã�Õ´ò�×�Ò�Ñ�Ú�Ñ�ì)âEñ�Ñ�êPÑ�âEã�á
χ
Ñ�ñ�ÕSÙwÛ"Ú�Õ�ÜEã�â�äæê�ÕSÚ�à�Û@ß

χ = −

δ

(

Ω2

2πGρ̄

)

Ω2

2πGρ̄

≈ 0, 18.
� DP<C:;8��

�eÕSñ�Ñ�ÜNô�ÑwÒPÓ�÷´Ñ�ÜöÙwà�Õ é ÜEà�áPÜöÚ�Ü}ÒPá é á�à�Û χ ≈ 0.18
êPÜEÙwñ�ÑWÚ�Û�è�Ü}ÒPä�ÜEãWÞ�ê�áPß-ÜEê

âwÑöÙwÚ�ÜEÙEè�Ñ�ì�ýqþ%ÿ � FSDæâEêPÜ}èPá�ê�Õ�âwâwß-Ñ�ã�êPÜEà�à�Û�û�Ú�Û"÷´Ü�Ù�Õ�è�Õ é <e7�è�ÜwâEÓNÚ�ÒPá�ä�à�áPÜwß
ã�Ñ�ê�Õ´à�Õ�1á�×wò�ê�ò¢ÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�àPÑ�ìæÙwÚ�ÜEÙEèPÛ Þ�êPÜEàPÜwô�êPÜE×�ÕSã�ÓIò�ó6Ü1àPÜ}ÒPÓ�Ùwä	<
�`f �`fo¶,��k��D���������6·�°�~=�,��¸��`f !]Õ�âwâwß-Ñ�ã�ê�áPß ã�ÜEÞPÜEê�Ó¡á�ÙwÚ�ÜwâEã�à�ò�ë ×�Õ�Ò�ÕSñ�ã�á�ñ�ò

��� Ñ�ß-ô�êPÜEêPÑ��SÝ�Ñ�ôSÒ�Õ�è�ÕSë%å6ò�ë¦ß-Ñ�å6à�Û@ß¡Þ�Û�Ò�ÜEÚ�Û@ßùñ�ÑwÒPÓ�ÔPÑ�ß"<
? ÒPä�Ñ�ÔPÜEà�ñ�áøÜE×;ÑöÚ�ÒPá�ä�à�á�ä�à�Õö×�ÕSÙ;Ñ�Ú�ò�ë5ÞPÑwè�âEáPâEã�Üwß]ò�Ú 
 ã�Ñ�ìÊ×�Õ�Ò�ÕSñ�ã�á�ñ�ÜIáPâ}õ

ÞPÑwÒPÓ�Ùwò�Üwß!+Ñ�êPß]ò�ÒPò�� B�< 8�8��}Ý�×�è�Ü�è�ÒPäIÞ�ê�áPôSÒPá�ó6ÜEà�à�Û�ûNÑ�ÔPÜEàPÑ�ñöß-Ñ;ó�àPÑ6Ú�Ùwä�ã�ÓöíC:;A�ï

e2 ≈ 0, 75;
Mr

Mg
≈ 1; R1 = 8

�����
, R2 = 33

�����
,

R1

R2
≈ 0, 24.

� DP<C:;B��

!]Õ�â é ÜEã�Û ÞPÑ¦+Ñ�êPß]ò�Ò�Ü¦� B�< 8�8���ã�Ñ�×�è�Õ6è�ÕSë%ã

δ

(

Ω2

2πGρ̄

)

≈ −3, 8 · 10−2.
� DP<C:ED>�



f ê�á�ÒPá�Ú�àPÑ�Ü&Ú�ÒPá�ä�à�áPÜ1ñ�ÑwÒ�ÜEÔæà�Õ´ÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�à�Û@Ü�1á�×wò�ê�Û¨ê�ÕSÚ�àPÑ�Ú�ÜwâEá�ä �D�
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<]=,:

��ê�ÕSÚ�à�á�Ú�ÕSä�� DP<C:ED>�¢â!� DP< 8��Iá�ÒPá�� DP< A��}Ý�Ú�Û"ä�âEà�ä�Üwß"Ý é ã�ÑpÞ�Û�Ò�ÜEÚ�Ñ�ÜWñ�ÑwÒPÓ�ÔPÑ¡Ú
×�Õ�Ò�ÕSñ�ã�á�ñ�Ü���� Ñ�ß-ô�êPÜEêPÑ��%Ù�Õ�ß-ÜEã�àPÑ"Ú�ÒPá�ä�ÜEã�à�Õ]+Ñ�êPß]ò%×�ÕSÙ;Ñ�Ú�Ñ�ì&ÞPÑwè�âEáPâEã�Üwß]ÛpÚ"àPÜEìÅ<
? ÜEìPâEã�Ú�á�ã�Ü}ÒPÓ�àPÑ�Ý�Ñ�ÔPÜEà�á�Ú�ÕSäöÞPÑ�ã�ÜwÑ�ê�á�á[1á�×wò�êöê�ÕSÚ�àPÑ�Ú�ÜwâEá�äNÞ�ê�á

e ≈ 0, 868
íC:;B�ï

Ω2

2πGρ1
≈ 0, 21,

� DP<C:;A��
à�Õ�û�ÑwèPáPß Ñ�ã�àPÑ�âEá�ã�Ü}ÒPÓ�àPÑ�Ü&Ùwà�Õ é ÜEà�áPÜ+Þ�ê�á�ÒPá�Ú�àPÑ�×;Ñ_Ú�ÒPá�ä�à�á�äöñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ_à�Õ6×�ÕSÙ�?

χ = −
δ
(

Ω2

2πGρ1

)

Ω2

2πGρ1

≈ 0, 18.
� DP<C:;F��

�eÕSñ�áPßKÑ�ô�ê�ÕSÙ;Ñ�ß"Ý�Ú�ÒPá�ä�à�áPÜ ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ�à�ÕO1á�×wò�ê�ò3×�ÕSÙ;Ñ�Ú�Ñ�ì´ÞPÑwè�âEáPâEã�Üwß]ÛøÚ%×�Õ�Ò�ÕSñ�õ
ã�á�ñ�Ü¦��� Ñ�ß-ô�êPÜEêPÑ��_Ú�ÜwâEÓ�ß/Õ&Ù�Õ�ß-ÜEã�àPÑ´áöâwÑ�âEã�ÕSÚ�ÒPä�ÜEã

18%
Ñ�ã´Ú�ÒPá�ä�à�á�ä¢Ú�ê�ÕSå´ÜEà�á�ä

â;Õ�ß-Ñ�×;Ñ�×�ÕSÙ;Ñ�Ú�Ñ�×;ÑIâ9+ÜEêPÑ�á�è�Õ�<
¹ . 0 PQºy4 Í�ÏeÐeÍ
f ê�áPß-ÜEà�ä�äpáøê�ÕSÙwÚ�á�Ú�ÕSäøß-ÜEã�ÑwèPÛ âwÑ�Ú�êPÜwß-ÜEà�àPÑ�ì¡ã�ÜwÑ�ê�á�á¡ÞPÑ�ã�ÜEà�Ô�á�Õ�Ò�Õ)ápã�ÜwÑSõ

ê�á�á�1á�×wò�êIê�ÕSÚ�àPÑ�Ú�ÜwâEá�ä	Ý�Ú 
 ã�Ñ�ì¢ê�Õ�ô�Ñ�ã�Ü%ÞPÑwÒPò é ÜEà�Û¨Ñ�ô�å6áPÜ�+Ñ�êPß]ò�ÒPÛ è�ÒPä¢Ñ�ÔPÜEà�õ
ñ�áöÞ�ê�á�ÒPá�Ú�àPÑ�×;Ñ�Ú�ÒPá�ä�à�á�ä²÷6á�êPÑ�ñ�Ñ�×;Ñ�ñ�ê�ò�×�Ò�Ñ�×;Ñ�ñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õ�á�ÒPáöñ�ê�ò�×;Ñ�Ú�Ñ�×;Ñ´ã�Ñ�ê�Õ6à�Õ
âEÞ�ÒPë3âEà�ò�ã�Ñ�âEã�ÓÊÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�àPÑ�ìjÚ�ê�ÕSå�ÕSë%å´ÜEìPâ�äU1á�×wò�ê�Û ê�ÕSÚ�àPÑ�Ú�ÜwâEá�ä	<"46Ñ�êPß]ò�ÒPÛ
ñ�Ñ�à�ñ�êPÜEã�á�Ùwá�êPÑ�Ú�ÕSà�Û¦è�ÒPäöã�ê�çÜ}ûæß-Ñwè�Ü}Ò�ÜEì)ñ�ÑwÒ�ÜEÔÅÝ�Õ�ã�ÕSñ�ó6Ü1è�ÒPäNß-Ñwè�Ü}ÒPáKÑwèPàPÑ�êPÑwè�õ
àPÑ�×;ÑNñ�ê�ò�×;Ñ�Ú�Ñ�×;Ñ)ã�Ñ�ê�Õ�< f Ñ�ñ�ÕSÙ�ÕSàPÑ�Ý é ã�ÑNÚ�ÒPá�ä�à�áPÜIñ�ÑwÒ�ÜEÔøà�ÕNâ�ó&ÕSã�áPÜN��ÕSã�ò�ê�à�ÕNá
� ÑwÒPà�Ô�Õ�ß/Õ�Ò�»B áøÒ�ÜEó�á�ãÊÙ�Õ)Þ�êPÜ}è�Ü}Ò�Õ�ß]ájâwÑ�Ú�êPÜwß-ÜEà�àPÑ�ìjã�Ñ é àPÑ�âEã�á à�Õ�ôSÒPë�è�ÜEà�á�ìÅ<#@èPà�ÕSñ�Ñ´è�ÒPä²ñ�ê�Õ�âEàPÑ�×;Ñ_âEÚ�ÜEê�û�×wá�×�ÕSà�ã�Õ´ýqþ%ÿ � FSDPÝ�Ñ�ñ�ê�ò�ó6ÜEà�àPÑ�×;ÑIß-Ñ�å6à�Û@ß¡ß/Õ�â}õ
âEá�Ú�à�Û@ß ã�Ñ�êPÑ�ß"Ý�Ú�ÒPá�ä�à�áPÜ¢ã�ÕSñ�Ñ�×;Ñæã�Ñ�ê�ÕNà�Õt1á�×wò�ê�òWÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�àPÑ�ìøÙwÚ�ÜEÙEèPÛ5Ñ�ñ�Õ�õ
ÙwÛ"Ú�Õ�ÜEã�â�äIà�Õ&F�õ¼�3ÞPÑ�ê�ä�èPñ�Ñ�Ú�ô�ÑwÒPÓ�÷´Ü�Ý é ÜwßWè�ÒPä²��ÕSã�ò�ê�à�Õ1áö� ÑwÒPà�Ô�Õ+á¢âwÑ�âEã�ÕSÚ�ÒPä�ÜEã
18%

Ñ�ã²Ú�ÒPá�ä�à�á�äKÚ�ê�ÕSå´ÜEà�á�äKâ;Õ�ß-Ñ�ìWÙwÚ�ÜEÙEèPÛúêPÜEÙwñ�Ñ²Ú�Û�è�Ü}ÒPä�ÜEãöÞ�ê�áPß-ÜEê�âwÑ¢ÙwÚ�ÜEÙEõ
è�Ñ�ì²ýqþ%ÿ � FSD�âEêPÜ}èPáöê�Õ�âwâwß-Ñ�ã�êPÜEà�à�Û�û²Ú�Û"÷´Ü3Ù�Õ�è�Õ é <P7�è�ÜwâEÓ�Ú�ÒPá�ä�à�áPÜwßøã�Ñ�ê�Õ&à�Õ1á�×wò�ê�òIÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�àPÑ�ì)ÙwÚ�ÜEÙEèPÛqÞ�êPÜEàPÜwô�êPÜE×�ÕSã�Ó¢ò�ó6Ü3àPÜ}ÒPÓ�Ùwä	<

h Û"Ú�Ü}è�ÜEà�Õ�ã�ÜwÑ�êPÜEã�á é ÜwâEñ�ÕSä{+Ñ�êPß]ò�Ò�Õ�Ý�Ñ�Þ�áPâEÛ"Ú�ÕSë%å�ÕSä Þ�ê�á�ÒPá�Ú�àPÑ�Ü)Ú�ÒPá�ä�à�áPÜ
×wê�ÕSÚ�á�ã�á�ê�ò�ë%å´ÜE×;Ñpñ�ÑwÒPÓ�Ô�ÕÊà�ÕÊÑwèPà�òùã�ÑwÒPÓ�ñ�Ñø×�ÕSÙ;Ñ�Ú�ò�ë ÞPÑwè�âEáPâEã�Üwß]òj×�Õ�Ò�ÕSñ�ã�á�ñ�áÅ<
f ê�áPß-ÜEàPÜEà�áPÜ)ß-ÑwèPá�1á�Ô�á�êPÑ�Ú�ÕSà�àPÑ�×;Ñpß-ÜEã�Ñwè�Õ�ÞPÑ�ÙwÚ�ÑwÒPá�Ò�ÑÊÚ�Û"ä�âEà�á�ã�ÓPÝ é ã�ÑWÚ�ÒPá�ä�õ
à�áPÜNß-Ñ�å6àPÑ�×;ÑWÞ�Û�Ò�ÜEÚ�Ñ�×;Ñ�ñ�ÑwÒPÓ�Ô�ÕWÚ�Ñ�ñ�ê�ò�×N×�Õ�Ò�ÕSñ�ã�á�ñ�á�½ ��¾ D�A��SD{��� Ñ�ß-ô�êPÜEêPÑ��
à�ÕpâEÞ�ÒPë3âEà�ò�ã�Ñ�âEã�Ó¡×�ÕSÙ;Ñ�Ú�Ñ�ì¨ÞPÑwè�âEáPâEã�Üwß]Û âwÑ�âEã�ÕSÚ�ÒPä�ÜEã¡Þ�ê�áPß-ÜEê�àPÑ

18%
Ñ�ã 
 3õ+ÜEñ�ã�Õ6Ú�ê�ÕSå´ÜEà�á�äö×�ÕSÙ;Ñ�Ú�Ñ�×;Ñ_Ñ�ôSÒ�ÕSñ�Õ�<`z�ã�Ñ�Ú�ÒPá�ä�à�áPÜ1Ú�ÞPÑwÒPàPÜ+Ñ�å6ò�ã�áPß-Ñ�à�Õ6ò�êPÑ�Ú�àPÜ

âwÑ�Ú�êPÜwß-ÜEà�àPÑ�ì¡ã�Ñ é àPÑ�âEã�áøà�Õ�ôSÒPë�è�ÜEà�á�ì¡ápè�ÑwÒPó�àPÑ)ò é á�ã�Û"Ú�ÕSã�Ó�â�äøÞ�ê�áøá�Ùwò é ÜEà�á�á
è�ÕSà�àPÑ�ìN×�Õ�Ò�ÕSñ�ã�á�ñ�áÅ<

hiâEÚ�ä�ÙwáNâ 
 ã�áPß¡Ù�Õ�ß-ÜEã�áPß"Ý é ã�Ñ�ß/Õ�Ò�Ñ�Ü1Ú�ê�ÕSå´ÜEà�áPÜ1òI×wá�×�ÕSà�ã�âEñ�á�û[¿]õü×�Õ�Ò�ÕSñ�ã�á�ñ
íC:;F�ï/Þ�ê�áWÙ�Õ�ß-ÜEã�àPÑ�ìÊá�ûKâEÞ�ÒPë3âEà�ò�ã�Ñ�âEã�áÊß-Ñ;ó6ÜEã)Ñ�ã�ê�ÕSó&ÕSã�ÓNàPÜ´ã�ÑwÒPÓ�ñ�Ñ)ÕSà�á�Ù;Ñ�ã�êPÑSõ
Þ�á�ëjèPáPâEÞPÜEêPâEá�á²âEñ�Ñ�êPÑ�âEã�ÜEì¢Ú+à�á�û	Ý�ñ�ÕSñ 
 ã�Ñ1ê�ÕSàPÜwÜ�â é á�ã�Õ�Ò�Ñ�âEÓ²íC:5�;ïð<�$+ÕS÷�Õ1ê�Õ�ô�Ñ�ã�Õ
à�ÕSÚ�ÑwèPá�ã3à�Õ�ß]Û@â�ÒPÓ�?SàPÜ�áPâEñ�ÒPë é ÜEàPÑ�Ý é ã�Ñ�Ú�àPÜEñ�Ñ�ã�Ñ�ê�Û�û´â�ÒPò é ÕSä�û&Ú�á�èPáPß/ÕSä´âEÞ�ÒPë3â}õ
à�ò�ã�Ñ�âEã�Ó¦¿]õü×�Õ�Ò�ÕSñ�ã�á�ñæß-Ñ;ó6ÜEãIô�Û"ã�Ó_â�Ò�Ü}è�âEã�Ú�áPÜwßùÚ�ÒPá�ä�à�á�ä²à�Õ�1á�×wò�ê�Ûi×�Õ�Ò�ÕSñ�ã�á�ñ



��9 	3< f <P21Ñ�à�èPê�ÕSã�Ó�ÜEÚPÝ�$�<�r�<���ê�ò�ô�á�Ô�Û"à�Õ
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<]=,:

áiß/Õ�âwâEá�Ú�à�Û�ûjÚ�àPÜE÷6à�á�û ñ�ÑwÒ�ÜEÔÅ<"h é Õ�âEã�àPÑ�âEã�áÅÝ 
 ã�Ñpß-Ñ�×wò�ã¡ô�Û"ã�Ópájñ�ÑwÒPÓ�Ô�Õpá�Ù
àPÜEÚ�á�èPáPß-Ñ�ìæã�Üwß]àPÑ�ì)ß/ÕSã�ÜEê�á�áÅ<�� 
 ã�Ñ�ìNã�Ñ é ñ�áNÙwêPÜEà�á�äæß-ÜEã�Ñwè�ÝPê�ÕSÙwê�Õ�ô�Ñ�ã�ÕSà�à�Û"ì)Ú
è�ÕSà�àPÑ�ìöê�Õ�ô�Ñ�ã�Ü�Ý�ß-Ñ;ó6ÜEã_ô�Û"ã�Ó�ÞPÑwÒ�ÜEÙwà�Û@ß¡á²Þ�ê�áöÑ�ÔPÜEà�ñ�Ü3Ú�ÒPá�ä�à�á�ä²à�Õ&×�Õ�Ò�ÕSñ�ã�á�ñ�á
Ñ�ñ�ê�ò�ó&ÕSë%å´ÜEìNá�û²àPÜEÚ�á�èPáPß-Ñ�ì)ß/ÕSã�ÜEê�á�áÅ<

§SÀ%Á�§-±IÂuÃoÁ%ÄSÅÅ �sÆÄSÇ� @È
É � �ex�y}����{��Is@��� � �,À�{�z�{���t�x�~����Su�Ê���� � �	§eu�������t����´� ��§��`À v�u;t�{�y;�j��{}��t����ö�����������"�

°ö� É3Ë uE��~�u�� É ¹�¹5Ì��
Í �³Â���t�����u;y;��{���¯ �ÎÀ3�wµ�x�t�u���x�~�u@x+�S|�y;����z�x����S|�y;�"��{�����t�u;t�|�t��]¤3~��Ev�{��1����uwv�u;~�y;x�~�uw¤
Ï5Ï s�|�y;�P���1����tP� Í Ì5Ì5Ì���ÄÅ�sÐ5Ð���§���Ñ Í Ñw�ÒÑ5Ñ5Ì��

Ñ��³À�x�y;��{��Su�Å/��� ���e�/|���~���y;��z�t��-{"³}��{}��{���x����ø��v�u;t�{�y1� ¼WÓ@Ô x_������{���{�v�{�t�x�{@t�{�~��;�
y;�����]¤´u�|�y;����t��S��x�z�{}|�~�x�¤&���S|�y;�E��t�t��]¤ Ï5Ï s�|�y;�P����{}|�y;tP� Í Ì5ÌS¸��DÄÅ�>Ñ�¹���§�� Í Ì Í � Í�É Ñ��

®�� s/t�y;��t����+� ��s@� ��Õm{�v�{���t���~I±���s@� Ï5Ï s�|�y;���S��x���x�~�u�� É ¹5Ö5Ö���ÄÅ� Í ¹���§�� É Ð9Ö��
¸�� °_u;�����/°ö�¼×%�}°_uwv��-{Åy;{�v�u/|��Ev�t�{�z�t����"|�x�|�y;{}���öx"�������;v�{}���²~��S|���������t�x�x Ï5Ï ÇIØ Ë �
Í Ì5ÌS¸���ÄÅ� É Ð;¸���§����5Öw� DÐ9Ö��

��³Ù�Ú�ÛDÚÝÜÎÞ/ß�Ú ¼ � Ô � � Ô¦à ÜÎÜªÚ�á Ó � � ÓWâ Ú�ã�ä � ��ª â ÜªÚ�å�æ3�Îç@��¬%�5èMé�ÚQê�é�á�Üªëíì à�â ê�îÎï5ê�Ú�îªðÎë ÚÝÜ`ï�ñ>ðÎé�Ú
îÎÚÝò�Üªß�ê�Ú�îÎó5ë à å�ðe©pª «¡¬�;® É ðÎé�Ú âíà îÎó5ÚÝÜµðQÜµð à îSôDå�ï5õQå>ö Ï5Ï ç�ÜµðÎî}��÷�� Í Ì5Ì�¹��/ø�ï â � É ÑDÐ�� Ó �
®�ÐE®�®;�½®�Ð;¸ Í �

Ð�� ª�é�å à ô à æ3� �Sù�îÎë Ú�ú�Úyè�� �e«'ï�ñ}û à å�åZæ3� � «@� ��©2Ú�ë ó5Ú â ð�¬%� �e©2ë ðªðÎôDï5õ'ÜªôDë Ô �QüDê à ðÎë à�â â á
îÎÚÝÜªï â ÛDÚÝò%ò�ß3ÜµðÎáIðÎï5îÎß3Ü�ðÎï5õ à î¼òIðÎé�Ú@îÎÚÝòoÜªß�ê�Ú�îÎó5ë à å�ðP©pª «)¬�;®'ë å%ðÎé�ÚSÙ à îÎó5Ú Ô¦à ó5Ú â âíà å�ëíì
· â ï5ß3ò Ï5Ï ç�ÜµðÎî}� à å3ò�ç�ÜµðÎîÎï5ê�é�á�Ü�� Í Ì5Ì5Ö��Dø�ï â ��®/Ö;®�� Ó �3ÑDÐ É �ÒÑDÐw¹��

Ö�� �e�Ev�~�����Å/��� � Ï5Ï s�|�y;���S��x���x�~�u�� É ¹�¹5Ì���ÄÅ�>Ñ Í ��§�� É Ñ5Ñ��
¹�� ¯ex�|�t����Su;y;�-���ÒÂ�����u;t�Ê���§���èMëíò à�â ì�ï5îÎîÎÚÝìGðÎë ï5å3Ü�ðÎïYðÎé�ÚZï5îÎú�ë ð à�â ÛDÚ â ï/ì�ë ðÎá{ï�ñ¦ê à ë îÎÚÝò
ó à�âíà9ý ë ÚÝÜ Ï5Ï Ó ëíÜ�þ û à ç�ÜµðÎî}��ÿ>éP� É ¹5Ö;®��/ø�ï â � É Ì�� Ó � É Ö É � É Ö5Ñ��

É Ì�� ¯ex�|�t����Su;y;�-���ÒÂ�����u;t�Ê���§�� ¼Wâ ï5å�ó à ðÎÚÝò�ÚÝÞ/ß�ë â ë ú�îÎë ß�û ÜµðÎÚ â â Ú�î]Üªá�ÜµðÎÚ�û�ÜQðÎëíò à�â â á�ò�ëíÜµðÎï5îªðÎÚÝò
ë å�ê à ë î¼Ü Ï5Ï Ô ï5åP��¶'ï�ðÎëíÜ�� � ï5á��3ç�ÜµðÎîÎï5åP�3üDï/Ü�� É ¹DÐw��Dø�ï â � É ÐE®�� Ó � Í Ì5Ñw� Í�É5É �

É5É �IÂ���t�����u;y;��{��1¯ �ÎÀ3��ÄP{�����x�������y;{�t���x�uwv�u�� Ë �����-{���{�y;�}���px´�}uE��uEz�x´|���{�£�{�t�x�����xP�
°ö� É °�x��P� Í Ì5ÌDÐ���¸ É�Í |;�

É�Í �"§���������y;x�t´°ö�GØ+�3Â�����| t�{���{}|�t����´��{�¤;u;t�x�~�xP��Ã1� � °ö� É Ê,Á%ÄMÄSÃ1� É ¹;®S¹���ÄÅ�>Ñ�� Í Ö5Ì�ì;�
É Ñ����"u;t�����u�|�{�~�¤;u;�W§����Åv�v�x���|���x���uwv���t��-{	��x��������²��u;��t�����{}|�x��P��°ö� É °�x��P� Í Ì5ÌDÐ�� Í Ö5Ö]|;�
É ®��IÂ���t�����u;y;��{��+¯ �ÎÀ3� �3Äe������x����-t�u Ë �ÎÊ��� 	u;��v��E�%{�t�x�{���t���y;��{�t�t�{����+����y;{�t���x�uwv�u1�}���

t������}��t������%~����������������%y;����u%�3�S���¦Ã@u;��v�u�|�u Ï5Ï Õ Ä'Ø+� Í Ì É Ì���ÄÅ�>Ö É ��§�� Í Ñw� Í ��
É ¸�� �e������t������;� �e{�v��;����x�t����%¯ ��s@���et�{���uwv�u;~�y;x�z�{}|�~�uw��u�|�y;����t��S��x��P��°ö� É3Ë uE��~�u�� É ¹DÐ9Ö��
É ��IäSë å�å�Ú�á�÷��Î÷���ª�å�ðÎé�Ú]îÎï�ð à ðÎë ï5å�ï�ñ`Ú â â ë ê�ðÎëíì à�â ó à�âíà9ý ë ÚÝÜ Ï5Ï Ô ï5åP��¶'ï�ðÎëíì;� � ï5á���ç�ÜµðÎî}�3üDï/ì;�
É ¹DÐ9Ö��Dø�ï â � É Ö5Ñ�� Ó ��¸�Ì É �ü¸ É ®��

É Ð��IÂ���t�����u;y;��{��3¯ �ÎÀ3��s/t�x�����y;������x��+��x�|���{���|�x�x�|�~������S|�y;{��6�3³�v�v�x���y;x�z�{}|�~�x�¤6��uwv�u;~��
y;x�~�uw¤ Ï5Ï À�x�|��S�	u%�1s�Õî� É ¹5Ö É ��ÄÅ��Ð���§���Ö5Ñw�ÒÖDÐ��



f ê�á�ÒPá�Ú�àPÑ�Ü&Ú�ÒPá�ä�à�áPÜ1ñ�ÑwÒ�ÜEÔæà�Õ´ÔPÜEà�ã�ê�Õ�ÒPÓ�à�Û@Ü�1á�×wò�ê�Û¨ê�ÕSÚ�àPÑ�Ú�ÜwâEá�ä ��:
��� �"! #%$&#%')(+*,(,')�-�"./')�-�"(101. � 21�3*546(+7�(121� 8�9�:;9�<]=,:
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