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Abstract. The «perturbed» differential inclusion with a multimap non

necessarily convex valued with respect to the switching is under discussion.

For an inclusion as such the concept of the generalized solution is

represented. The conditions for existence of the generalized solution with

lower semicontinuous multimap are derived.

§ 1. Обозначения и определения

Пусть X — нормированное пространство с нормой ‖·‖X , U —
подмножество в X, тогда ‖U‖X = sup

u∈U

‖u‖X .

Пусть R
n — n -мерное пространство вектор-столбцов, с нор-

мой | · |, Cn[a, b] — пространство непрерывных функций t → x(t)
из [a, b] в R

n с нормой ‖x‖Cn[a,b] = max{|x(t)| : t ∈ [a, b]},
U ⊂ [a, b] — измеримое множество, µ(U) > 0 ( µ — мера Ле-
бега). Обозначим Ln(U)

(
Ln
∞(U)

)
— пространство суммируе-

мых по Лебегу (пространство измеримых ограниченных в суще-
ственном) функций x : U → R

n с нормой ‖x‖Ln(U) =
∫
U
|x(s)|ds

( ‖x‖Ln

∞
(U) = vraisup

s∈U

|x(s)| ), Cℓ
(
Ln(U)

)
( S

(
Ln(U)

)
) — множество
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непустых замкнутых ограниченных суммируемыми функциями
(непустых ограниченных замкнутых выпуклых по переключе-
нию) подмножеств пространства Ln(U); пусть также Cℓ

(
Ln
∞(U)

)

— множество всех непустых замкнутых ограниченных подмно-
жеств пространства Ln

∞(U). Обозначим comp
(
Cn[a, b]

) (
2Cn[a,b]

)

множество всех непустых выпуклых компактных (непустых огра-
ниченных) подмножеств пространства Cn[a, b].

Для множества Φ ⊂ Ln[a, b] обозначим через sw Φ совокуп-
ность всевозможных конечных комбинаций

y = χ(U1)x1 + χ(U2)x2 + . . . + χ(Um)xm

элементов xi ∈ Φ, в которых Ui — непересекающиеся измеримые

множества отрезка [a, b] такие, что [a, b] =
m⋃

i=1
Ui. Пусть далее,

sw Φ — замыкание множества sw Φ в пространстве Ln[a, b]. Мно-
жество sw Φ будем называть выпуклой по переключению замкну-
той оболочкой множества Φ.

Рассмотрим отображение Φ : Cn[a, b] → Cℓ(Ln[a, b]). Отобра-
жение ΦU : Cn[a, b] → Cℓ(Ln(U)) определим следующим образом:
каждое значение ΦU (x) состоит из всех сужений на U функций
множества Φ(x).

О п р е д е л е н и е 1.1. Будем говорить (см. [1, 2]), что отоб-
ражение Φ : Cn[a, b] → Cℓ(Ln[a, b]) полунепрерывно снизу аппрок-

симируется в Ln
∞ на множестве K ⊂ Cn[a, b], если для любого

ν > 0 существует такое измеримое множество Uν ⊂ [a, b], что
выполнены условия: µ([a, b]\Uν) < ν; для любого x ∈ K мно-
жество Φν(x) ∈ Cℓ(Ln

∞(Uν)); отображение Φν : K → Cℓ(Ln
∞(Uν))

полунепрерывно снизу по Хаусдорфу, здесь Φν ≡ ΦUν
.

По заданному отображению Φ : Cn[a, b] → Cℓ(Ln[a, b]) опреде-
лим оператор Φ̃ : Cn[a, b] → S(Ln[a, b]) равенством

Φ̃(x) = sw Φ(x). (1.1)
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§ 2. Основной результат

Рассмотрим в пространстве Cn[a, b] включение

x ∈ Ψ(x) + V Φ(x), (2.1)

где оператор Ψ : Cn[a, b] → comp(Cn[a, b]) полунепрерывен сни-
зу и переводит каждое ограниченное множество пространства
Cn[a, b] в предкомпактное множество пространства Cn[a, b]; отоб-
ражение Φ : Cn[a, b] → Cℓ(Ln[a, b]) полунепрерывно снизу аппрок-
симируется в Ln

∞ и обладает свойством: образ каждого ограни-
ченного множества пространства Cn[a, b] ограничен суммируе-
мой функцией. Линейный непрерывный интегральный оператор
V : Ln[a, b] → Cn[a, b], определеный равенством

(V z)(t) =

∫ b

a

V (t, s)z(s)ds, t ∈ [a, b], (2.2)

переводит каждое слабо предкомпактное в Ln[a, b] множество в
предкомпактное множество пространства Cn[a, b].

О п р е д е л е н и е 2.1. Под обобщенным решением включе-
ния (2.1) будем понимать функцию x ∈ Cn[a, b], для которой су-
ществуют элементы v ∈ Ψ(x) и z ∈ Φ̃(x), что выполнено равен-
ство x = v + V z.

Определим отображение M : Cn[a, b] → 2Cn[a,b] равенством

M(x) = Ψ(x) + V Φ̃(x).

Т е о р е м а 2.1. Пусть U — такое выпуклое замкнутое огра-

ниченное множество пространства Cn[a, b], что имеет место

вложение M(U) ⊂ U. Тогда включение (2.1) имеет обобщенное

решение.

О п р е д е л е н и е 2.2. Будем говорить, что отображения

V : Ln[a, b] → Cn[a, b], Ψ : Cn[a, b] → comp(Cn[a, b]), (2.3)
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Φ : Cn[a, b] → Cℓ(Ln[a, b]) (2.4)

обладают свойством A, если найдутся изотонные непрерывные
операторы Γ : C1[a, b] → L1[a, b] и P : C1[a, b] → R

1, удовлетво-
ряющие следующим условиям: для любого x ∈ Cn[a, b] и любого
измеримого множества U ⊂ [a, b] выполнены неравенства

‖Φ(x)‖Ln(U) 6 ‖Γ(Z(x))‖L1(U), ‖Ψ(x)‖Cn[a,b] 6 P(Z(x));

для непрерывного оператора F : C1[a, b] → C1[a, b], определенно-
го равенством

(Fz)(t) =

∫ b

a

|V (t, s)|(Γ(z))(s)ds + P (z)(t),

сходятся последовательные приближения. Здесь |V (t, s)| — нор-
ма матрицы V (t, s), согласованная с нормой пространства R

n,

непрерывное отображение Z : Cn[a, b] → C1[a, b] задано равен-
ством (Zx)(t) = |x(t)|.

С л е д с т в и е 2.1. Пусть отображения (2.3) и (2.4) обла-

дают свойством A. Тогда включение (2.1) имеет обобщенное

решение.

* * *
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