
Èçâåñòèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêèè èí�îðìàòèêè.Èæåâñê. 2006.�2(36)ÓÄÊ 517.917 Ñ.Ô. Íèêîëàåâ, Å.Ë. Òîíêîâ, È.Â. Ôåêëèñòîâme�vmlib.om, eltonkov�udm.ru, artlimate�rambler.ruÊÎËÅÁÀÍÈß ÄÂÓÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÜÍÛÕ ÒÎ×ÅÊ,ÑÎÅÄÈÍ�ÍÍÛÕ Æ�ÑÒÊÎÉ Òß�ÎÉ1Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, óïðàâëÿåìûå ïðîöåññû, ïå-ðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ.Abstrat. Èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-íèé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê,ñîåäèí¼ííûõ æ¼ñòêîé òÿãîé.� 1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëüÏóñòü mi � ìàññà i -îé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, g � óñêîðåíèåñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, ri = (xi; yi) � êîîðäèíàòû òî÷êè mi â èíåð-öèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, w = (w1; w2) � âåêòîð óïðàâëÿþ-ùèõ ñèë, f(t) = (f1(t); f2(t)) � âîçìóùàþùàÿ ñèëà, ïðèëîæåííàÿê òî÷êå m2 (ñì. ðèñ. 1). Âûáåðåì óïðàâëåíèå w = (w1; w2) â âè-äå w1 = v1 � f1(t); w2 = v2 � f2(t); ãäå v = (v1; v2) � íîâîåóïðàâëåíèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êè mi æåñòêî ñâÿçàíû òÿ-ãîé íóëåâîé ìàññû äëèíû l è êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ïðîèñõîäÿò âïëîñêîñòè XOY . Íà òî÷êè mi äåéñòâóþò ðåàêòèâíûå ñèëû Riòÿãè l è R1 = (R sin�;�R os�); R2 = (�R sin�;R os�):Îáîçíà÷èì äàëåå, F1 = (F1x; F1y) è F2 = (F2x; F2y) � ðàâ-íîäåéñòâóþùèå ñèëû, ïðèëîæåííûå ê òî÷êàì m1 è m2: ÒîãäàF1x = v1+R sin�; F1y = v2�m1g+R os�; F2x = �R sin�+f1(t);1�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 06�01�00258) è ïðî-ãðàììû ¾Óíèâåðñèòåòû �îññèè¿ (ãðàíò � 34125).201



F2y = �m2g+R os�+f2(t) è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â �îðìå Íüþ-òîíà çàïèøóòñÿ ââèäå:mi�ri = Fi; i = 1; 2: (1.1)
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�èñ. 1. Ìàòåðèàëüíûå òî÷êè, ñîåäèíåííûå æåñòêîé òÿãîéÏîñêîëüêó ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìû èìååò æåñòêóþ ñâÿçü, òî÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàâíî òð¼ì. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì, çàïèñàâñèñòåìó (1.1) â �îðìå Ëàãðàíæà [1, �ëàâà 3, � 1℄, óìåíüøèòü êî-ëè÷åñòâî óðàâíåíèé íà åäèíèöó. Ââåäåì îáîáùåííûå êîîðäèíàòûq = (q1; q2; q3); ãäå q1 = x1; q2 = y1; q3 = �: Òîãäà óðàâíåíèÿ202



äâèæåíèÿ â �îðìå Ëàãðàíæà çàïèøóòñÿ â âèäåddt �T� _qi � �T�qi = �i; i = 1; 2; 3; (1.2)ãäå _q = ( _q1; _q2; _q3) � îáîáùåííûå ñêîðîñòè, T � êèíåòè÷åñêàÿýíåðãèÿ, �i � îáîáùåííûå ñèëû. Òàê êàê T = m1( _x21 + _y21)2 +m2( _x22 + _y22)2 ; òî T = m( _x21 + _y21)2 +m22 �l2 _�2+2l _�( _x1 os�+ _y1 sin�)�;ãäå m = m1 +m2 è óðàâíåíèÿ (1.2) ïðèòìóò âèä8><>:m�x1 + (m2l os�)�� �m2l _�2 sin� = �1;m�y1 + (m2l sin�)��+m2l _�2 os� = �2;(m2l os�)�x1 + (m2l sin�)�y1 +m2l2�� = �3: (1.3)Çäåñü �i = F1x�x1�qi + F1y �y1�qi + F2x�x2�qi + F2y �y2�qi : Ïîýòîìó�1 = v1 + f1(t); �2 = v2 �mg + f2(t);�3 = �m2gl sin�+ l(f1(t) os�+ f2(t) sin�):Âûáåðåì óïðàâëåíèÿ v1 = u1�f1(t); v2 = u2+mg�f2(t); ãäåu1 è u2 � íîâûå óïðàâëåíèÿ. Òîãäà8>>>><>>>>:m�x1 + (m2l os�)�� �m2l _�2 sin� = u1;m�y1 + (m2l sin�)��+m2l _�2 os� = u2;(m2l os�)�x1 + (m2l sin�)�y1 +m2l2���� lf1(t) os�� l(f2(t)�m2g) sin� = 0: (1.4)� 2. Áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòûÂûáåðåì â êà÷åñòâå õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ ìàññó, äëèíó èóñêîðåíèå g: Òîãäà äëÿ t â êà÷åñòâå ìàñøòàáà ïðèìåì âåëè÷èíót� = pl=g: Ïîñëå ñòàíäàðòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è âîçâðàùàÿñü êïðèâû÷íûì îáîçíà÷åíèÿì, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó8><>: (1 +m)�x+ (m os�)�� �m _�2 sin� = u1;(1 +m)�y + (m sin�)�� +m _�2 os� = u2;m(�x os�+ �y sin�+ ��)� f1(t) os�� h(t) sin� = 0;203



ãäå m = m2=m1; h(t) = f2(t)�m:� 3. Ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿÏðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà òðàåêòîðèÿ (t; p(t)) äâèæåíèÿ òî÷-êè (x; y): Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé â îòêëîíåíèÿõ x ! x � t;y ! y � p(t); �! � çàïèøåòñÿ â âèäå8><>: (1 +m)�x+ (m os�)�� �m _�2 sin� = v1;(1 +m)�y + (m sin�)��+m _�2 os� = v2;m(�x os�+ �y sin�+ ��) = f1(t) os�+ (h(t)�m�p(t)) sin�; (3.1)ãäå v2 = u2 � (1 +m)p(t):Äâèæåíèå ñèñòåìû (3.1) íàçîâåì èäåàëüíûì, åñëè íàéäåòñÿ òà-êîå óïðàâëåíèå (v1; v2); ÷òî ñèñòåìà èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.Èäåàëüíîå äâèæåíèå ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñ-ëè f1(t) � 0: Òàêèì îáðàçîì, ïðè èäåàëüíîì äâèæåíèè òî÷êà m1îñóùåñòâëÿåò çàäàííîå äâèæåíèå è ïðè ýòîì îòñóòñòâóåò ¾ðàñêà-÷èâàíèå¿ òî÷êè m2 îòíîñèòåëüíî m1:Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè p(t) � onst è f(t) = (f1(t); f2(t)) � ïå-ðèîäè÷åñêîå ñ ïåðèîäîì T; äîñòàòî÷íî ìàëîå ïî íîðìå kfk0 =maxt jf(t)j âîçìóùåíèå ñèñòåìû (3:1); òî äëÿ âñÿêîãî èçìåðè-ìîãî è T -ïåðèîäè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ v(�); äîñòàòî÷íî ìàëîãî ïîíîðìå vraimaxtjv(t)j; ñèñòåìà (3:1) èìååò äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîíîðìå kxk0 T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå óñòîé÷èâîïî Ëÿïóíîâó.Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè òàêîãî T -ïåðèîäè÷å-ñêîãî óïðàâëåíèÿ v(�); èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà vraimaxtjv(t)j 6 "ïåðèîäè÷åñêèõ óïðàâëåíèé, ïðè êîòîðîì ïåðèîäè÷åñêîå êîëåáà-íèå ñèñòåìû (3.1) ìèíèìàëüíî ïî íîðìå k � k0:ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Ñàìàðñêèé À.À., Ìèõàéëîâ À.Ï. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:Èäåè. Ìåòîäû. Ïðèìåðû. Ì.:Ôèçìàòëèò. 2001. 320 ñ.204


