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Введение

Здесь рассматривается возмущенное включение (см. [1]) с многозначным отображением, не
обладающим свойством выпуклости по переключению значений. Для таких включений, как
показывают примеры, не выполнено свойство эквивалентности понятий квазирешения и реше-
ния овыпукленного возмущенного включения (см. [1]). Отметим, что определение квазиреше-
ния (квазитраектории) для обыкновенных дифференциальных включений дано Т. Важевским
(см. [2]) и им установлена связь между квазирешениями и решениями «овыпукленного» диф-
ференциального включения. Ниже введено понятия решения обобщенно овыпукленного воз-
мущенного включения и обобщенно экстремального квазирешения и сформулированы условия
эквивалентности этих определений.

§ 1. Основные определения и обозначения

Пусть X — нормированное пространство с нормой ‖ · ‖X . Обозначим comp(X) — мно-
жество всех непустых компактов пространства X. Пусть U ⊂ X. Тогда U — замыкание
множества U в пространстве X, co U — выпуклая оболочка множества U ; coU ≡ co U,

ext U — множество крайних точек множества U ; extU ≡ ext U.

Пусть R
n — n -мерное пространство вектор-столбцов с нормой | · |. Через Cn[a, b] обо-

значим пространство непрерывных функций x : [a, b] → R
n с нормой ‖x‖Cn[a,b] = max

t∈[a,b]
|x(t)|.

Пусть U ⊂ [a, b] — измеримое множество, µ(U) > 0 ( µ – мера Лебега). Через Ln(U) обозна-

чим пространство суммируемых функций x : U → R
n с нормой ‖x‖Ln(U) =

∫

U

|x(s)|ds. Далее

пусть S(Ln[a, b]) — множество всех непустых ограниченных замкнутых выпуклых по пере-
ключению подмножеств пространства Ln[a, b] и Cℓ(Ln[a, b]) — множество непустых замкнутых
ограниченных суммируемыми функциями подмножеств пространства Ln[a, b]. Измеримость
многозначных отображений будем понимать в смысле [3].

Если F : [a, b] → comp(Rn) — измеримое многозначное отображение, то множество изме-
римых сечений F обозначим Π(F ) = {y ∈ Ln[a, b] : y(t) ∈ F (t) при почти всех t ∈ [a, b]}.

Для произвольного Φ ⊂ Ln[a, b] обозначим через sw Φ совокупность всевозможных ли-
нейных комбинаций

y = χ(U1)x1 + χ(U2)x2 + . . . + χ(Um)xm

элементов xi ∈ Φ, где Ui — непересекающиеся измеримые множества отрезка [a, b] такие,

что
m⋃

i=1
Ui = [a, b] . Пусть далее, sw Φ — замыкание множества sw Φ в пространстве Ln[a, b].

§ 2. Основной результат

Рассмотрим в пространстве Cn[a, b] включение

x ∈ Ψ(x) + V Φ(x), (1)

где Ψ : Cn[a, b] → comp(Cn[a, b]), Φ : Cn[a, b] → Cℓ(Ln[a, b]) и линейный непрерывный инте-
гральный оператор V : Ln[a, b] → Cn[a, b] определен равенством

(V z)(t) =

∫ b

a

V (t, s)z(s)ds, t ∈ [a, b]. (2)
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Определим овыпукленное по переключению отображение Φ̃ : Cn[a, b] → S(Ln[a, b]) равен-
ством Φ̃(x) = sw Φ(x).

Пусть отображение F : [a, b]×Cn[a, b] → comp(Rn) таково, что для любого x ∈ Cn[a, b]
отображение F (·, x) измеримо и Φ̃(x) = Π

(
F (·, x)

)
. Далее, пусть отображение ext Φ̃ опреде-

лено равенством

(ext Φ̃)(x) =
{
y ∈ Ln[a, b] : y(t) ∈ ext

(
co

(
F (t, x)

))
при почти всех t ∈ [a, b]

}
.

Рассмотрим в пространстве Cn[a, b] включения

x ∈ Ψ(x) + V co Φ̃(x), (3)

x ∈ Ψ(x) + V (ext Φ̃)(x). (4)

Включение (3) назовем обобщенно овыпукленным возмущенным включением (1), а вклю-
чение (4) — обобщенно экстремальным возмущенным включением (1).

О п р е д е л е н и е 1. Под обобщенно овыпукленным решением включения (1) будем
понимать функцию x ∈ Cn[a, b] такую, что существуют элементы v ∈ Ψ(x) и z ∈ co Φ̃(x) ,
для которых справедливо равенство x = v + V z .

О п р е д е л е н и е 2. Функция x ∈ Cn[a, b] называется обобщенно экстремальным

квазирешением включения (1), если существует такой элемент v ∈ Ψ и такая последователь-
ность zi ∈ (ext Φ̃)(x), i = 1, 2, . . . , что последовательность xi = v + V zi → x в пространстве
Cn[a, b] при i → ∞.

Обозначим Hext — множество обобщенно экстремальных квазирешений включения (1);
Hco — множество обобщенно овыпукленных решений включения (1). Используя результат
работы [4], получаем следующее утверждение.

Т е о р е м а 1. Пусть линейный непрерывный интегральный оператор V, определен-

ный равенством (2), переводит каждое слабо компактное в Ln[a, b] множество в предком-

пактное множество пространства Cn[a, b]. Тогда справедливо равенство

Hco = Hext.
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