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Введение

Рассмотрена задача оптимального управления с фиксированным моментом окончания и
функционалом типа Больца. Предполагается, что входные данные задачи липшицевы. Введе-
на обобщенная характеристическая система уравнения Беллмана. Ее решения использованы
для получения формула функции цены рассматриваемой задачи.

§ 1. Задача оптимального управления

Рассмотрим задачу оптимального управления системой

ẋ = f(t, x, u), u ∈ P, x(t0) = x0, (1)

где t ∈ [t0, T ] ⊂ [0, T ] , x ∈ R
n , x(t0) = x0 ∈ R

n , P ⊂ R
m — компакт. Целью управления

является минимизация функционала платы типа Больца:

It0, x0
(x(·), u(·)) = σ(x(T ; t0, x0, u(·))) +

T
∫

t0

g(t, x(t), u(t))dt → inf
u(·)∈U

, (2)

где x(·) – траектория динамической системы (1), стартующая из начальной точки (t0, x0)
под воздействием измеримого управления u(·) : [t0, T ] → P (программы). Множество всех
программ обозначаем символом U. Отображение

(t0, x0) 7→ V (t0, x0) = inf
u(·)∈U

It0,x0
(x(·; t0, x0, u(·))) : Γ̃T 7→ R (3)

называется функцией цены в рассматриваемой задаче. Задача рассматривается в полосе
Γ̃T = [0, T ] × R

n (замыкании ΓT = (0, T ) × R
n ) при следующих предположениях о входных

данных.
А1. Функции f(t, x, u) и g(t, x, u) в (1), (2) определены на Γ̃T × P и липшицевы относи-

тельно t и x равномерно по u . Для них при всех (t, x, u) ∈ Γ̃T × P выполняются условия
продолжимости.

А2. Функция σ(x) в (2) определена и непрерывна на R
n вместе со своими частными

производными ∂σ/∂xi, i = 1, n . Обозначим Dσ(x) = (∂σ/∂x1, . . . , ∂σ/∂xn) .
А3. Для любых (t, x) ∈ Γ̃T , p ∈ R

n , множества Arg min
(f,g)∈E(t,x)

[〈p, f〉 + g] состоят из

единственного элемента (f0(t, x, p), g0(t, x, p)) . Здесь E(t, x) = {(f(t, x, u), g(t, x, u)) : u ∈ P} ,
〈·, ·〉 — символ скалярного произведения.

§ 2. Обобщенная характеристическая система

Липшицевость входных данных приводит к необходимости обобщения характеристической
системы [1] уравнения Беллмана:























dx̂
dt

= Dp̂H(t, x̂, p̂) = f0(t, x̂, p̂),

dp̂
dt

∈ −∂cl
x̂ H(t, x̂, p̂),

dẑ
dt

= 〈p̂,Dp̂H(t, x̂, p̂)〉 − H(t, x̂, p̂) = −g0(t, x̂, p̂),

(4)
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где символ ∂cl
x̂ H(t, x̂, p̂) означает частный субдифференциал Кларка [1] по x̂ гамильтониана

H(t, x̂, p̂) = [〈p̂, f0(t, x̂, p̂)〉 + g0(t, x̂, p̂)] . Согласно (1)–(2), рассмотрим краевые условия вида

x̂(T, y) = y, p̂(T, y) = Dσ(y), ẑ(T, y) = σ(y), y ∈ R
n.

§ 3. Репрезентативная формула для функции цены

Для любой точки (t, x) ∈ ΓT и вектора h ∈ R
n определим для функции цены множество

∂hV (t, x) = co

{

lim
δk↓0,h′

k
→h,k→∞

(

∂V (t + δk, x + δkh
′
k)

∂t
,DxV (t + δk, x + δkh

′
k)

)}

по всевозможным последовательностям точек ее дифференцируемости (t + δk, x + δkh
′
k) .

Л е м м а 1. Для любой точки (t, x) ∈ ΓT и вектора h ∈ R
n справедливы неравенства

min
(α,p)∈∂hV (t,x)

〈(α, p)(1, h)〉 6 d−V (t, x)/(1, h) 6 d+V (t, x)/(1, h) 6 max
(α,p)∈∂hV (t,x)

〈(α, p)(1, h)〉.

Здесь символ d+V (t, x)/(1, h)
(

d−V (t, x)/(1, h)
)

означает верхнюю (нижнюю) полупроизвод-
ную Дини [3] функции цены V (·) в точке (t, x) по направлению (1, h) .

Согласно [4], при сделанных выше предположениях А1–А3 функция цены (3) является
локально липшицевой, и при всех (t, x) ∈ ΓT она удовлетворяет следующему обобщенному
уравнению Беллмана

min
(f,g)∈ co E(t,x)

[d±V (t, x)/(1, f) + g] = 0,

где символ co означает выпуклую оболочку.

Л е м м а 2. Для любой точки (t, x) ∈ ΓT и вектора (f , g) ∈ co E(t, x) , удовлетворяю-

щих равенству d±V (t, x)/(1, f ) + g = 0, существуют (α, p) ∈ R × R
n такие, что

f = f0(t, x, p), g = f0(t, x, p), α = −〈p, f0(t, x, p)〉 + g0(t, x, p),

(α, p) ∈ ∂f0(t,x,p)V (t, x).

Т е о р е м а 1. Если в задаче (1)–(2) выполнены предположения А1–А3, то для любой

точки (t0, x0) ∈ ΓT функция цены (3) определяется формулой

V (t0, x0) = min{ẑ(t0, y) : x̂(t0, y) = x0},

причем при всех t ∈ [t0, T ] вдоль соответствующего решения характеристической систе-

мы (4) x̂(t, y) = x , p̂(t, y) = p выполняется включение
(

−〈p, f0(t, x, p)〉 + g0(t, x, p), p
)

∈ ∂f0(t,x,p)V (t, x).
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